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狭长平行板间液桥形态及受力研究 

朱朝飞1，贾建援1，付红志2，陈轶龙1，曾  志1，于大林1 

(1. 西安电子科技大学机电工程学院，西安 710071；2. 中兴通讯股份有限公司，深圳 518057) 

摘  要：在狭长光滑平行板间形成的体积恒定的液桥，随着两板间距的变化，液固界面宽度受平板长度方向的边

界约束保持不变，但液桥会沿着平板长度方向自由地伸长缩短，这必将引起液桥形态参数的变化，进而使液桥的

受力发生变化。该文考虑细长液桥轮廓的边缘效应，建立液桥的拟三维受力模型。在液桥体积恒定的条件约束下，

根据其细长形态特征利用高效的方法求解液桥形态微分方程。最后，该文研究平行板间距变化引起的接触角、长

度、宽度等液桥形态参数的变化与液桥受力变化之间的联系，并将计算结果与 Surface Evolver 的仿真结果进行对

比，证明该文所述方法的正确性和实用性。 
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A STUDY OF SHAPE AND FORCES OF LIQUID BRIDGE BETWEEN  
TWO SLENDER PARALLEL FLAT PLATES 

ZHU Zhao-fei1 , JIA Jian-yuan1 , FU Hong-zhi2 , CHEN Yi-long1 , ZENG Zhi1 , YU Da-lin1 

(1. School of Mechano-Electronic Engineering, Xidian University, Xi’an 710071, China; 2. ZTE Corporation, Shenzhen 518057, China) 

Abstract:  When a liquid bridge of a constant volume is formed between two surfaces, the width of a 

liquid-solid interface is constrained by the boundary parallel to the plate length direction and remains constant as 

the separation distance between those plates varies. However, the liquid bridge can expand or contract freely in 

length, which inevitably leads to the change in the shape parameters of the liquid bridge, thus changing the value 

of liquid bridge forces. According to the marginal effects of a slender liquid bridge profile, a 

pseudo-three-dimensional force model of a liquid bridge is developed. Then based on the characteristics of the 

slender structured surface and under the condition of a liquid bridge with a constant volume, an efficient method 

is employed to solve the differential equations directly. Finally, the relationship is explored between variable 

forces acting on the liquid bridge and variable shape parameters (as contact angle) and length and width with the 

variation of the separation distance (between parallel plates); meanwhile, the validity and practicality of the 

method are demonstrated by comparing the Surface Evolver (SE) simulations with those of the method employed 

in this paper. 

Key words:  micro-electro-mechanical systems (MEMS); liquid bridge; wetting angle; contact angle; surface 

tension; capillary force 
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随着微电子机械系统(MEMS)的应用与发展，

其尺寸越来越小，表面积相对体积的比值越来越

大，与面积相关的作用力(如摩擦力、毛细作力、黏

着力和表面张力等)对 MEMS 性能的影响逐渐突

显，甚至具有决定性的作用[1―6]，因此针对零件间

隙内液桥的力学性能的研究越来越丰富。例如：利

用液桥力的微球转移操作[3]；楔形平板间液桥的运

动分析[7―8]；利用有限元的方法求解斯托克斯方程

研究液桥三相接触线的动力学问题[9]；平行面和不

平行面间毛细管桥的稳定性研究[10]；利用光电元件

的组装来分析焊点润湿性对自校准精度的影响[11]；

不带电胶体颗粒间液桥的毛细力及范德华力[12]；在

润湿和约束共同作用下细长液桥的曲率变化    

等[13―14]。 

本文以狭长刚性平行板间的液桥作为研究对

象，在液桥体积恒定条件约束下从 Young-Laplace

方程出发，考虑受狭长边界约束的长条形液桥两端

的边缘效应，利用张力等效方法建立液桥的拟三维

形态的受力模型。将求解液桥形态微分方程组边值

的问题转化为优化求解初值的问题，利用求解初值

问题的高效方法得到液桥形态参数与液桥受力之

间的关系。分析了表面润湿性变化对液桥在板面上

的接触角、三相(液、固、气)接触线、液桥的轮廓

形态和液桥受力的影响。本研究相比只从二维的角

度思考这类问题的研究更加符合实际情况[13―15]。由

于在每次求解过程中，我们利用等效力平衡方程去

求解液桥的形态微分方程，可以得到平板间距下降

过程中的液桥形态变化并保证其满足实际物理边

界约束，而且本文的方法不涉及液气界面的网格化

分，因此对比利用有限元法的仿真计算过程(Surface 

Evolver (SE) simulations)，本方法的计算速度大大

提高，同时也不存在无法判断能量是否收敛到最小

的问题[16]。本研究可为芯片的自组装、液桥粘连造

成的微结构失效机理、微通道的加工等工程技术领

域提供理论依据[17]。 

1  狭长平行板间液桥的形态与静力

平衡方程 

1.1  狭长平行板间液桥的形态参数 

液体静止时，液气界面与液固界面之间的夹角称

为“接触角”。假设液体静置在光滑均质平面，在此

特殊情况下得到的“接触角”被称为“润湿角”[18―20]。

在特定气体氛围下，润湿角的大小只与液、固两相

材料的表面张力有关[21―24]。当遇到尖锐边缘结构或

材料润湿性变化时，会出现三相接触线粘滞和接触

角改变的现象，这称为“canthotaxis”效应[18]。 

如图 1 所示，材料润湿性变化对接触角 的影

响[17,25]。当液体在润湿区域 I、不润湿区域 II 上的

润湿角分别为 θr、θa时，接触角 θ变化范围为：当

dx xl L 时， r a  ≤ ≤ ；当 dx xl L 时， r  ；

当 dx xl L 时， a  [26]。 

r a

xL
dxl

 

图1  润湿性变化引起接触角 θ变化 

Fig.1  Changes in contact angle θ caused by differences in 

wettability 

如图 2 所示，本文以狭长平行板间的液桥作为

研究对象。润湿区域 I 的宽为 Lx，长为 Ly。本文研

究对象为 y xL L ，因此当平行板间距 zu 发生变化

时，液桥底部在长度方向 ldy 不受区域 II 的约束自

由伸缩，但在宽度方向受到区域 II的约束( dx xl L )。

忽略板面粗糙度和液体蒸发的影响，液桥两端液气

界面与液固界面构成的接触角 θ不随着平行板间距

的变化而变化[13,15,27]，这称为液桥左右两端在区域

I 上的“滑移”。液桥底部宽度 ldx受不润湿性区域

II 的约束保持不变，但两侧界面的曲率、接触角随

着平板间距的变化而变化，可以将此形象地称为两

侧液气界面在边界约束处的“铰链转动”[14―15]。 
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图2  液桥的三维示意图 

Fig.2  Three-dimensional diagram of the liquid bridge 

1.2  平行板间液桥的静力平衡方程 

根据液桥的三维形态特性，将液桥的“两侧液
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气界面”、“两端液气界面”具有的表面张力的合

力等效为液桥总张力的方法建立液桥的拟三维受

力模型。在笛卡尔坐标系下规定力的方向向上为

正，利用液桥的对称性，液桥右端、右侧液气界面

的受力分析如图 3(a)、图 3(b)所示。液桥在竖直方

向的静力平衡方程为： 

d d b 0z x yW l l p gV   

d d d d2 ( sin sin ) 0x i y jT l l          (1) 

液桥底部位置处的压强 bp 为： 

d d d d 0
b

d d

2 ( sin sin )x i y j z

x y

T l l gV W
p

l l

    
   (2) 

其中：为液体密度；T 为液体表面张力； dyl 、 dxl

为液桥底部液固界面的长、宽； di 、 dj 分别为液

桥两端液气界面、两侧液气界面与底部液固界面构

成的接触角；V0 表示液桥体积；Wz 为上部平行板对

液桥在竖直方向的作用力(包含毛细作用力和三相

接触线上的表面张力在竖直方向的分量)。 
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(a) 两端液气界面受力简图 

T
T

dj

z

x

z

x

zW

d0.5 (0.5 )x xL l

djx

ujx

u0.5 xl

0.5 xl

uz
uz

uj
uj

dj
o o

( )jx

zW

 

(b) 平行板间距不同时，两侧液气界面受力简图 

图3  液桥的受力简图 

Fig.3  Schematic diagram of liquid bridge forces 

2  狭长矩形平行板间液桥对应的 
形态微分方程 

2.1  Young-Laplace 方程的转化形式 
根据式(1)与式(2)还不能求得未知量 Wz 和 bp ，

但静力平衡方程表明了两者与接触角及边界约束

间的关系。因此为了求解未知量 Wz 和 pb，必须得

到相关的液桥形态表征参数，求解液桥的形态微分

方程组成为解决问题的关键。在体积恒定的条件约

束下，对 Young-Laplace 方程进行变形[28]，考虑液

桥两端的边缘效应，建立液桥形态参数的微分方

程。根据细长液桥的大长宽比几何特性(ly>>lx，ly、

lx为如图 3 所示高度坐标 z 处液桥的长、宽)，两侧

液气界面可以近似为柱筒型曲面的一部分，即

Young-Laplace 方程： 
1 / 1 / /p T                 (3) 

的一个主曲率半径 ' ，即1/ 0   ，两侧液气

界面的曲率近似为： 
1 / /p T                    (4) 

式中，Δp 为液气界面压强差，以周围大气压强作为

参考基准， b zp p p   ，其中 zp gz 代表重力

引起的液桥内部压强变化。 

图 4 为液桥的右端俯视图。受板面不湿润区域

II 的约束，液桥呈现出狭长的形态。因此可以将两

端液气界面在水平面截面上的曲率半径近似为液

桥宽度(lx)的一半。结合式(3)，得到两端液气界面的

一主曲率近似为： 
1 / / 1 /p T                 (5) 

其中， 0.5j xx l    ， jx 为高度坐标 z 处的液桥宽

度 lx的一半。 

根据图 3 所示的液桥轮廓曲线，以高度坐标 z

为自变量可满足液气界面特征参数与压强的协调

关系，得到液桥表征参数的微分表达形式。对不同

的平行板间距，引入液体体积恒定的约束，得到以

坐标 z 为自变量的体积微分方程。因此，液桥形态

表征参数的微分方程为： 

2
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
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     (6) 

其中：自变量为 u[0, ]z z ，zu 为平行板间距(液桥

高度)；下标 i、j 分别对应两端、两侧液气界面(如

图 3 所示)；θi、θj 分别对应 yoz、xoz 平面内两条轮
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廓曲线的斜率角；yi、xj为液桥两端、两侧液气界面

轮廓曲线在 yoz、xoz 面上的横坐标。 

 
图4  液桥右端俯视图 

Fig.4  Vertical view of the right end of liquid bridge 

2.2  狭长平板间液桥的边界条件 

根据液桥的形态特性和其所受约束可知，两

端、两侧液气界面的底部与上端的边值间存在如下

关系。 

当坐标 z=zu 时： 

u u u u

u u r u u u 0

( ) 0.5 0.5 , ( ) ;

( ) , ( ) 0.5 , ( )

j x x j j

i i i y

x z l L z

z y z l V z V

 

  

  
    

   (7) 

当坐标 z=0 时： 

d d

d r d

(0) 0.5 0.5 , (0) ;

(0) , (0) 0.5 , (0) 0

j x x j j

i i i y

x l L

y l V

 

  

  
    

      (8) 

其中， d r a[ , ]j   。 

微分方程组式(6)为求解非线性一阶微分方程

组边值的问题，其特点是利用一个自变量 z  

u(0, )z ，求解五个未知数。因为底部接触角 di 、 dj

相互耦合，微分方程组式(6)为可解的微分方程组。 

3  形态微分方程的求解方法 

3.1  边值问题等价为初值问题的方法 

借助求解初值问题的高效方法，可将式(8)的边

值条件等价为初值条件，由于初值问题的解并不能

满足式(7)的边值，故将其转化为目标函数极小化的

等价问题[29―30]，因此将边值条件式(7)等价为相对

误差目标函数式(9)的极小化问题。 
* * *
d dmin ( , , )j y zF l W ∶  

22
uu r

2 2
r

( ( ) 0.5 )( ( ) )

( ) (0.5 )
j xi

x

x z Lz

L

 



 

        

 

2 2
u 0 0( ( ) ) /V z V V                     (9) 

* *
u u2 u1( , )z z z 为使液桥满足边值条件式(7)、式

(8)的高度变化范围。如果两平行板间距大于 *
u1z 时，

两侧液气界面在板面上的三相接触线将脱离边界

约束进入不润湿性区域 II[17―18,26]。当平行板间距小

于 *
u2z 时，两侧液气界面与液固界面构成的接触角

不变，“铰链转动”现象消失，只存在左右两端液

气界面的“滑移”。 

根据液桥所受的约束条件，随着平行板间距的

减小，对应存在 m+1 个液桥高度序列 ( uz   

u u u(0), (1) , , ( )z z z m )，也会存在对应的微分方程

初值序列如式(8)所示。液桥高度坐标 uz z 时，通

过优化隐含变量(两侧接触角 *
dj 、液桥底部长度

*
dyl 、液桥顶端受力 *

zW )，使目标函数式(9)达到期望

的误差要求，液桥上端处的边值满足式(7)，来优化

求得 *
dj 、 *

dyl 及 *
zW 的值。图 5 为求解微分方程的流

程图。 

* * * 4
d dmin ( , , ) 1 10j y zF l W ∶ ≤

u u u

* * *
d d

( ) , ( ) , ( )i j

j y z

z x z V z

l W
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 , ,
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*
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y l
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
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图 5  求解微分方程组的流程图 

Fig.5  Flowchart of solving the differential equations 

3.2  满足边值问题的液桥高度变化范围 

如果液桥轮廓曲线上、下端的边值满足式(7)、
式(8)，当 d a(0)j j    时，根据 3.1 节中的方法，

极小化目标函数式(10)可以确定满足边值问题式

(7)、式(8)的最大液桥高度 *
u1z ；当 d r(0)j j    时，

同样利用 3.1 节中的方法极小化目标函数式(10)，可

以确定满足约束的最小液桥高度 *
u2z 。 

* * *
u dmin ( , , )i y zF z l W ∶   

* 2* 2
uu r

2 2
r

( (z ) 0.5 )( (z ) )

(0.5 )
j i xi i

x

x L

L

 



 

     

 

* 2 2
u 0 0( ( ) ) /iV z V V                  (10) 
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目标函数式(10)中隐含的优化变量为：平行板

间距 *
uiz ( *

uiz 为 *
u1z 或 *

u2z )，底部液固界面长度 *
dyl ，

液桥上端所受拉力 *
zW 。 

4  狭长液桥形态参数间的关系及其

刚度特性曲线 

以表 1 给定的参数为例，针对 3 种不同的润湿

性区域 I，分析液桥的形态参数、受力、压强随液

桥高度或底部长度的变化规律。同时为了验证本文

所述方法的正确性，我们将计算结果与 SE 的仿真

结果进行对比。 

表 1  液桥与平板的参数 

Table 1  Parameters of liquid bridge and the flat plates 

液体体积 V0 表面张力 T 液体密度 ρ 
5/mm3 0.072 N/m 1000 kg/m3 

宽度 Lx 区域 I 润湿角 θr 区域 II 润湿角 θa 

1/mm 30°、45°、60° 135° 

4.1  形态参数间的关系 

求解微分方程组式(6)，得到满足边界条件式

(7)、式(8)的液桥轮廓曲线如图 6 所示。 

 
(a) 两侧液气界面的轮廓曲线 

dy  dy 

 
(b) 液桥右端液气界面的轮廓曲线 

图 6  液桥轮廓曲线 

Fig.6  Profiles of the liquid bridge 

图 7 中， u d/ xz l 为两平板间距(液桥高度)与液

桥底部宽度的比值； u d2( (0) ( )) /y xl y y z l   为特

定液桥高度时，液桥上端长度相对底部长度的变化

量； du u( (0) ( )) / (0) 100y y y z y    为液桥上端

长度与底部长度之差占底部长度的百分比。结合图

6(b)与图 7 可知，平行板间距较大时( u d/ 1.5xz l  )，

液体的形态受重力影响较大，液桥轮廓曲线与上、

下平板交点 na 、 nb 的横坐标相差较大；在

u d/ 1.5xz l ≤ 之 后 ， 随 着 液 桥 高 度 的 降 低 ， 

u(0) (z ) 0y y  ，重力对液桥形态的影响逐渐减

小，两端液气界面投影在 yoz 面上的左右轮廓曲线

逐渐近似为圆弧。 

上
、
下
端
长
度
变
化

量
l y

/m
m

长
度
变
化
百
分
量

y d
u/

(%
)

 
图 7  液桥上端长度相对底部长度的变化量 

Fig.7  Variations of the upper end length with the bottom 

length of the liquid bridge 

由图 8 可知，区域 I 的润湿性变化，不影响液

桥长度变化趋势，利用本文所述方法得到的底部液

固界面长度与 SE 的仿真结果吻合度较好。图 9 中
* *

d d d d100( ) / ( )y y y yl l l l   表示在相同液桥间距下，

本文计算的液桥底部长度与 SE 仿真结果的差距。

液桥高度较大时( u d/ 1.5xz l  )，本文计算得到的液

桥底部长度较 SE 仿真结果要短，存在着一定差别。

因为液桥高度较大时其长宽比较小，所以对两侧液

气界面做柱筒型曲面的假设将偏离实际情况，即式

(3)中的一个主曲率半径近似为   不成立。随

着平行板间距的减小，长宽比增大，利用本文所述

方法得到的底部液固界面长度与 SE 的仿真结果吻

合度越来越高( d 0yl  )。 

由图 10(a)可以看出，随着 u d/ xz l 的减小，两侧

接触角 θdj 不断减小，这与文献[14]中的实验结果及

SE 的仿真结果相吻合。在液桥高度较大时

( u d/ 1.5xz l  )，由于对两侧界面作柱筒型曲面的假

设存在较大误差，两侧接触 θdj与 SE 仿真结果的差

别较大，但随着液桥高度的减小，这种误差逐渐消
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失。由图 10(b)可知，针对三种润湿性区域 I(θr 为

30°、45°、60°)，接触角 θdj的变化范围为[θr , θa]，(θa

为 135°)。随着液桥长宽比的增大，θdj 的减小幅度

变缓，并趋向润湿角 θr。 u d/ xz l 足够小之后，液桥

两侧液气界面将停止“铰链转动”。 

 

图 8  液桥底部长宽比与高度的关系曲线，其中数据点对应

本文方法的计算结果；曲线为 SE 的仿真结果 

Fig.8  Variations of the aspect ratio (length/width) at the 

bottom of the liquid bridges with their height. The data points 

are as obtained with our theory and the curves are those 

obtained from the Surface Evolver simulations 

 
图 9  底部长度与 SE 仿真结果的差别 

Fig.9  Differences between the bottom length obtained from 

our methods and the SE simulations 

 

(a) 两侧接触角 θdj 随高宽比的变化 

 
(b) 两侧接触角 θdj 随液桥底部长宽比的变化 

图 10  两侧接触角 θdj 的变化，其中数据点对应本文方法的

计算结果；曲线为 SE 的仿真结果 

Fig.10  Changes in contact angle θdj at both sides. The data 

points are as obtained with our theory and the curves are those 

obtained from the Surface Evolver simulations 

4.2  液桥的刚度特性曲线 

我们将液桥上端受力 Wz 与高度 zu 的关系曲线

称为液桥的“纵向刚度特性曲线”；Wz 与液桥底部

长度 ldy 的关系曲线称为液桥的“横向刚度特性曲

线”；底部毛细作用力 Fb与液桥高度 zu、底部长度

ldy的关系曲线分别称为“纵向毛细刚度特性曲线”、

“横向毛细刚度特性曲线”。 

Wz、Fb 的“纵向刚度特性曲线”如图11(a)所示。

图11(b)表示 Wz、Fb 的“横向刚度特性曲线”。结合

式(1)可知 Wz与液桥形态参数之间存在如下关系： 

d d d d2 (sin ) 2 (sin )z x i y jW Tl Tl   
 

0 d d bx ygV l l p                  (11) 

Fb 与液桥形态特征参数之间存在如下关系： 

b d d bx yF l l p                       (12) 

Wz 的变化主要与 ldy、pb、θdj 有关；Fb 的变化

主要受 ldy、 pb 的影响。由图 11(a)可得，当

u 0.5z ≥  mm 时，虽然液桥高度 uz 的减小很多，但

液桥上端受到的作用力 Wz、底部毛细作用力 Fb 都

变化很小，即力对平行板间距变化的敏感度很低。

当 u 0.5z   mm 时，随着 uz 的小幅度减小就会引起

Wz、Fb 的刚度特性曲线呈指数型变化，即液桥所受

作用力对平行板间距变化的敏感度很高。随着 uz 的

进一步减小，θdj 变化趋缓，对液桥受力变化的影响

也逐渐减小，此时液桥受力变化，主要受 pb、ldy的

变化规律影响。通过图 11(b)可以看出，随着液桥的

伸长，材料润湿性对液桥受力的影响越来越大，在

同样的液桥长度下，润湿角越小，液桥受力越大。

利用本文所述方法得到的液桥受力与 SE 的仿真结

果吻合度较好，尤其在大长宽比时，吻合度进一度

增加。 
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(a) Wz、Fb与液桥高度的关系曲线 

 

(b) Wz、Fb与液桥长度的关系曲线 

图 11  刚度特性曲线，其中各点数据对应本文方法的 

计算结果；曲线为 SE 的仿真结果。 

Fig.11  Curves of the stiffness characteristics. The data points 

are as obtained with our theory and the curves are those 

obtained from the Surface Evolver simulations 

由图 12 可知，随着液桥高度的减小，液桥底部

压强 bp 减小。 u 0.8z   mm 时， bp 由正值变为负值， 
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-1600
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图 12  液桥底部压强与高度的关系曲线，其中数据点对应

本文方法的计算结果；曲线为 SE 的仿真结果 

Fig.12  Variations of the bottom pressure in the liquid bridges 

with their height, The data points are as obtained with our 

theory and the curves are those obtained from the Surface 

Evolver simulations 

液桥底部的毛细力 Fb 同样由正值变为负值，这说明

平行板间距小到一定程度后，Fb 对上、下平板都是

拉力，并且随着平行板间距的减小， bp 的变化幅度

逐渐变大，这些都与 SE 的仿真结果相吻合。 

5  结论 

根据狭长约束边界对液桥形态特征的作用，本

文通过张力等效方法建立液桥的拟三维形态的受

力模型，并结合液桥形态微分方程的初值、终值条

件，求解形态微分方程得到液桥的形态特征参数；

根据接触角的变化特点，分析了液桥在润湿区域I

内的变化规律；再进一步分析液桥受力与平行板间

距的敏度关系，得到液桥的刚度特性曲线；最后分

析了液桥底部压强变化情况。本文得到的液桥形态

特征参数和受力的变化规律较好的吻合了狭长平

行板间液桥的实际变化情况以及SE仿真的结果。相

对SE仿真所采用的方法，本文介绍的方法大大加快

了处理此类问题的速度，而且克服了SE所存在的格

面交叉及无法判断能量是否达到最小的问题。对此

类问题的研究具有参考价值。 
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