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基于改进MCMC方法的有限元模型修正研究 

刘  纲1,2，罗  钧2，秦  阳2，张建新2 
(1. 山地城镇建设与新技术教育部重点实验室，重庆 400030；2. 重庆大学土木工程学院，重庆 400045) 

摘  要：针对马尔可夫链蒙特卡罗(MCMC)模型修正方法在待修正参数维数较高时不易收敛和计算效率低下的问

题，建立了融合自适应算法和相关向量机的快速模型修正方法。基于广义无偏见先验分布，推导了待修正参数的

后验分布；在标准MCMC方法的基础上，引入延缓拒绝算法以提高新样本接受概率；引入自适应算法以自主调整

建议分布的带宽。通过相关向量机建立待修正参数与有限元模型理论计算值之间的回归模型，以提高模型修正的

计算效率。数值模拟和试验结构的模型修正结果表明，该方法的收敛速度较快，计算效率优于传统的一阶优化模

型修正方法，为解决不确定性模型修正中的计算效率提供了一种新手段。 
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A FINITE ELEMENT MODEL UPDATING METHOD BASED ON 
IMPROVED MCMC METHOD 
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(1. The Key Laboratory of New Technology for Construction of  

Cities in Mountain Area of the Ministry of Education, Chongqing University, Chongqing 400030, China;  

2. School of Civil Engineering, Chongqing University, Chongqing 400045, China) 

Abstract:  To copy with the shortage of the convergence and computational efficiency in high dimension 

parameters, a fast finite element model updating method is proposed based on an adaptive fusion algorithm and its 

relevance vector machine. The posterior distribution for correction parameters is deduced based on the generalized 

without prejudice prior distribution. An adaptive algorithm is introduced to adjust the bandwidth of the proposal 

distribution based on Markov Chain Monte Carlo (MCMC) simulation method. Refusal by a delaying algorithm is 

introduced to improve the new sample acceptance probability. In order to improve the computational efficiency, 

the regression model between the correction parameters and the theoretical calculation values of the finite element 

model is established. Simulation and experimental results show that the method owns fast convergence speed and 

computation efficiency. It is superior to the traditional first-order optimization model modification method, 

providing a new way to improve the calculation efficiency of uncertainty model updating. 
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在土木工程中，有限元方法已成为最基本、使

用最广泛的结构分析手段。但因实际结构中材料物

理参数、边界条件较难准确测量以及观测误差等因

素[1―2]，根据设计图纸建立的初始有限元模型的计

算值与实际结构的测试值将不可避免地存在差异，

极大限制了有限元方法在结构优化设计、振动控制
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和损伤识别方面的应用。近三十年来，业界提出了

有限元模型修正方法以减少这种差异，并逐步发展

为土木工程界的一个重要研究方向[3―5]。 

有限元模型修正的基本思路是选取有限元模

型中的参数或结构刚度、质量矩阵中的元素为待修

正参数，通过寻优数值算法更新待修正参数，使更

新后的有限元模型的计算值与实际结构的测试值

趋同[5]。根据将待修正参数视为确定的数还是随机

变量，有限元模型修正可分为确定性方法和不确定

性方法[6]。传统的确定性修正方法仅能根据某次测

试值进行模型修正，更新后的有限元模型只能重现

特定情形下的试验结果，无法利用对实际结构多次

测试的信息，而这些信息对消除测试误差、环境干

扰、离散误差中的不确定性因素有重要作用。同时，

传统的确定性修正方法也无法给出修正后有限元

模型计算值的置信度[7]。 

不确定性模型修正采用全部的测试值进行模

型修正，能综合考虑不确定性因素的影响，有效克

服了确定性模型修正的不足[8―9]。例如，随机有限

元[10]和摄动法[11]等基于概率统计的技术采用待修

正参数的统计矩和有效区间进行模型修正。另一种

有效的不确定性模型修正方法是基于贝叶斯原理

的模型修正方法。Beck教授等[12]首次将贝叶斯理论

应用于土木工程领域中的模型修正中，其利用

Laplace渐近法将后验概率密度函数近似为正态分

布，实现了两自由度剪切框架的模型修正；文献[13]

提出了一种基于Metropolis-Hastings(MH)算法的

Markov Chain Monte Carlo(MCMC)方法，并通过两

自由度模型验证了该方法的有效性；易伟建[14]等利

用基于贝叶斯理论的MH-MCMC算法(以下简称

MH算法)，成功实现了4层实验室结构基于模型修

正策略的损伤识别；文献[15]对贝叶斯方法在模型

修正方面的应用进行了全面介绍。 

随着待修正参数维数的增加，MH算法在循环

计算中易出现“停滞”现象，即在较多迭代步的解

均为同一样本，导致所得样本集无法充分在解空间

中均匀分布。另一方面，MH算法在迭代求解过程

中需不断调用有限元模型进行计算，致使其计算效

率十分低下。针对以上不足，本文首先在广义先验

分布的假设下，基于贝叶斯理论推导了待修正参数

的理论后验分布。将延缓拒绝(DR)算法引入MH算

法以提高新样本的接受概率，从而克服MH算法的

“停滞”现象；引入自适应算法(AM)以自主调整产

生新样本的方差，从而提高采样效率。然后，结合

相关向量机建立待修正参数与有限元模型理论计

算值之间的回归模型，通过数值模型代替有限元模

型进行结构响应的计算以提高效率。最后，采用数

值模拟和试验结构验证所提方法的有效性。 

1  贝叶斯有限元模型修正 

1.1  基于贝叶斯的模型修正 

有限元模型修正往往采用实测数据更新初始

的待修正参数得到修正后的参数，这一过程可用贝

叶斯公式表达为[16]： 

( )π( )
( ) ( ) ( )

( )π( )d

p x
p x c p x

p y


 
  

  
  


   (1) 

式中：π(θ)为待修参数 θ 的先验分布；p(x|θ)为在 θ

给定下的条件分布，通常称为似然函数；c 为分母

的倒数，是一个不依赖于 θ的常数因子。 

在土木工程结构中，待修正参数 θ多选用单元

的弹性模量、材料的质量密度、支座刚度等，其先

验分布通常是未知的，但这些参量有明确的物理意

义，可大致确定其范围，故依据贝叶斯假设采用均

匀无偏见的广义先验[16]： 
( ) 1 [ , ] 1,2, ,i i i ia b i m    ， ，      (2) 

式中：a、b 分别为参数的上、下限值；m 为待修正

参数的个数。假设结构测试的频率和振型等组成的

向量为 Z*，其与有限元模型的理论计算值 Z(θ)之间

符合如下的线性假设： 
* ( )  Z Z θ ε              (3) 

式中：θ 为所有待修正参数组成的向量； mε R 表

示测试误差、环境波动等不确定性因素产生的差值

向量，通常假设其是均值为零，协方差为 cov 的正

态分布。假设共进行 s 次试验且各次试验独立，则

贝叶斯公式中似然函数的表达式为： 
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  (4) 

将先验分布和似然函数代入式(1)，可得： 

( )p θ Z
  

T 1

1

exp{ [ ( ) ] cov [ ( ) ]}
s

i i i i
i

c 



   Z Z θ Z Z θ   (5) 

当测试了结构的 n 阶频率和振型时，式(5)可进

一步详写为： 



140 工    程    力    学  

2

1 1

2

1
( ) exp ( )

2

( ) ( ( )) / cov

( ( )) / cov

n s

ri r
r i

ri r

p c J

J 



 

 



 



        
    

 



θ Z θ

θ θ

θ

       (6)

 

式中：ω、φ 分别表示结构的频率和振型； c为常

数。式(6)中频率和振型的计算值是 θ的函数，且绝

大多数情况下该函数无显式表达式，故仅能借助于

数值算法求解后验参数的分布。 

1.2  MH-MCMC算法 

MH算法通过抽样获取后验分布 p(θ|Z)的样本，

然后根据大数定理，可获得修正后参数 θ的均值和

方差等统计特征，从而获得修正后的有限元参数。

针对有限元模型修正，该算法的主要步骤为[13,15]： 

1) 选择具有物理意义的待修正参数初始值 θ0，

使得 p(θ|Z)> 0； 

2) 利用当前 θt 值，依据建议分布 q(θ*,θt)产生

一个候选样本 θ*； 

3) 根据式(6)，计算接受概率 α=min[1, p(θ*|Z)/ 

p(θt|Z)] =min(1,exp[J(θt)J(θ*)])； 

4) 从[0，1]均匀分布中随机产生一个变量 u，

当 α>u 时，接受候选样本 θ*，即 θt+1=θ
*；如当 α<u

时，拒绝候选样本 θ*，取 θt+1=θt。然后从第 2)步开

始重新迭代； 

5) 重复步骤 2)~步骤 4)，直到一定迭代次数或

样本 θ的方差小于某设定值时终止迭代。得到样本

序列{θ0, θ1, ,
sD },其中 Ds 为迭代的次数。 

6) 取稳定后的样本序列估计参数 θ 的统计特

征，从而得到修正后的参数值。 

因高斯分布应用广泛且计算方便，故本文的建

议分布采用高斯分布。 

2  DRAM-MH算法 

2.1  延缓拒绝算法(DR) 

从 MH 算法的计算步骤可知，当候选样本 θ*

被拒绝后，将进入下一步迭代计算。若连续多步迭

代均拒绝 θ*，将出现样本“停滞”现象，此时可采

用 DR 算法来提高新样本的接受概率[17]，即当 MH

算法第 t 迭代步拒绝 θ*时，先不进入下一步迭代，

而是利用已有原样本 θt和被拒绝的样本 θ*，利用第

二次建议分布 q2 再次产生新的候选样本 θ**，然后

计算 θ**的接受概率 α2： 

* * ** *
2

2 * * **
2

π( ) ( ) ( , , )(1 )
min 1,

π( ) ( ) ( , , )(1 )
t t

t t t

q q

q q
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



  
  

θ θ θ θ θ θ

θ θ θ θ θ θ  
(7) 

最后根据 MH 算法第 4)步再次判断是否接受

θ**。这一过程在第 t 迭代步可重复执行，通常重复

3 次即可取得较好的效果[17]。DR 算法通过对建议

分布进行一定的适应性调整解决样本“停滞”现象，

提高了样本的遍历性。这种调整仅停留在某迭代步

内，故属于局部自适应性方法。 

2.2  自适应 Metropolis 算法(AM) 

在 MH 算法中，建议分布的方差在迭代过程中

通常为固定值。但在迭代计算的初期，建议分布需

采用较大的方差，以全局搜索待修正参数的真实分

布范围；在迭代后期，需减小建议分布的方差，以

改变建议分布的空间延展度和方向性，自适应地逼

近目标分布，从而提高采样效率。这一过程可通过

在MH算法中引入AM策略自适应改变建议分布的

协方差 Ct 实现[17]： 

0 0

d 0 1 1 d d 0

,

cov( , , , ) ,t
t

t N

s s t N   


  

C
C

I ≥
   (8) 

式中：为较小的正数，以保证 Ct 的非奇异性，常

取 105；C0为初始协方差；sd 为比例因子，通常取

为 sd=5.76/m，m 为待修正参数的维数；Id 是 m 维的

单位矩阵；cov(θ0,θ1, ,θt1)为历史样本的协方差矩

阵：N0 为整数，表示迭代步数。根据样本协方差定

义，当 t≥N0时可得 Ct 的递推公式： 

1

1

T T T
1d d

( 1) /

[ ( 1) ] /t t

t t

t t t t

t t

s t t t





  

   

C C

θ θ θ θ θ θ I  

(9) 

式中， 1tθ 表示取 t1 步以前所有参数的均值。从

以上过程可知，AM 算法采用了全局自适应调整策

略，是一种全局自适应方法。 

3  基于相关向量机的贝叶斯模型修正 

将引入 DR 和 AM 算法的 MH算法称为 DRAM

算法。该算法虽通过局部和全局自适应策略提高了

样本的遍历性，但需进行大量的迭代计算且每次抽

样均需调用有限元模型进行结构响应计算，因而计

算效率十分低下。笔者采用相关向量机(Relevance 

vector machine，RVM)作为数值回归模型，通过回

归模型代替有限元模型进行结构响应计算以大幅

提高效率。 

对由待修正参数θ和结构响应Y组成的训练集

{Yi, θi}(i=1,2,…,M，M 为训练集的个数)，建立相关
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向量机的回归模型[18]： 
( ; )i i iF Y θ w ε               (10) 

其中： 0( ; ) ( , )i i iF w k x x  θ w w Φw；w为权

重向量；k 为核函数，本文选取常用的高斯函数；

Φ为设计矩阵；εi 为噪声项，通常假设是均值为零，

标准差为 的高斯分布。Φ和 w的具体表达式为： 

01 1 1

1

1

1 ( , ) ( , )

1

1 ( , ) ( , )

m

m m m m

wk x x k x x

w

k x x k x x w

  
  
   
  
  

   

，Φ w


 

   


(11) 

式(10)中回归模型的未知参数包括权重向量 w

和噪声项的标准差。相关向量机采用训练集通过

贝叶斯公式计算这两项未知参数，然后使用计算所

得未知参数的分布和式(10)预测结构响应值，其具

体步骤为： 

1) 假定未知参数 w和 的先验分布； 

2) 通过训练集构造的似然函数p(θ|w,)和先验

信息，利用贝叶斯公式得到 w 和的后验分布

p(w,|θ)； 

3) 将后验分布 p(w,|θ)作为未知参数 w和 的

先验分布，通过式(10)对新样本 θ*相应的 Y*做出  

预测。 

在第 2)步中，采用多层先验分布减弱先验分布

假设不准确带来的误差，即假定权重向量 w服从均

值为零，方差为 α1 的正态分布；对误差标准差，
取 σ-2 =β。其中，α和 β为多层先验分布中的超参数，

定义如下： 

1

1

( | ) ( | 0, )

~Gamma( , ) ~Gamma( , )

N

i i
i

p N w

c d f g

 

 












w
    (12) 

式中，Gamma 为伽玛分布。对于多层先验的超参数

系数 c、d、f、g 一般取 104。 

将结合相关向量机的 DRAM 算法称为 RVM- 

DRAM 算法，其具体的计算流程如图 1 所示。 

4  算例及分析 

4.1  数值模型 

某五层剪切型框架结构如图 2 所示。取楼层剪

切刚度为待修正参数，设其是符合正态分布的随机

变量，均值分别为 k1=0.8k、k2=1.22k、k3=1.53k、

k4=0.63k、k5=0.53k (k=600 kN/m)，标准差均为

0.1。各楼层质量为确定性值，分别取为 m1=1000 kg、

m2=1.5m1、m3=m4=2.0m1、m5=2.5m1。 

在进行模型修正之前，先采用相关向量机建立

待修正参数和结构响应的回归关系。为便于计算，

取修正后刚度 u
ik 与 ki 之比作为待修正参数的度量，

即 /u
i i ik k  (i=1,2,…,5)。取所有待修正参数 θ的边

界为[0.1,5.0]。因 Latin 方抽样是在分层抽样的基础

上再进行随机抽样，能够较好地保证样本在整个空

间中的均匀分布，故采用 Latin 方抽样方法对 5 个

刚度参数 k 抽取 2000 个训练样本，并计算其对应

的结构响应，然后利用 RVM 算法拟合 5 阶频率的

回归模型，其中第 1 阶频率 f1 与 k1 和 k2 的关系如图

3 所示。然后再随机抽取 400 个验证样本，计算预

测各阶模态频率的均方根误差 RMSE 如表 1 所示。 

 
图 1  RVM-DRAM 算法修正流程 

Fig.1  Flowchart of the RVM-DRAM algorithm 

 
图 2  五层框架结构 

Fig.2  Five-story frame structure 

从图 3 可知，RVM 拟合曲面和真实曲面贴合

较好，表明 RVM 回归模型的精度较高。由表 1 可
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知，RVM 预测各阶频率的 RMSE 均小于 1，说明其

拟合结果的外推能力较好。 

表 1  RVM 模型预测各阶频率的 RMSE 

Table 1  The prediction RMSE of frequencies  

1 阶 2 阶 3 阶 4 阶 5 阶 

0.1498 0.1657 0.0870 0.1494 0.2317 

为考虑实际结构中的不确定性，根据各楼层的

刚度分布随机产生 30 次样本(各层刚度值)，并代入

数值模型模拟得到 30 次“测量”的结构前 5 阶频

率，各阶频率的均值和标准差如表 2 所示。限于篇

幅，仅给出第一阶频率的 30 次“测试值”如图 4

所示。 

频
率

f 1
/H

z

 
图 3  k1和 k2与第 1 阶频率 f1的回归模型 

Fig.3  Regression model between k1, k2 and f1 

 表 2  前 5 阶频率测试值 /Hz 

Table 2  The five measured frequencies 

阶数 1 阶 2 阶 3 阶 4 阶 5 阶 

均值 7.720 20.366 29.227 40.325 59.298 

标准差 0.217 0.503 0.932 1.032 1.655 

变异系数 0.028 0.025 0.032 0.026 0.028 
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图 4  模拟的 30 次 1 阶频率值 

Fig.4  The simulated first-order frequency  

分别采用 MH、DRAM 和 RVM-DRAM 算法进

行贝叶斯模型修正，其中迭代的终止条件为迭代次

数达到 3000 步。三种算法得到的 Markov 链如图 5

所示。取 1000 步~3000 步 DRAM 和 RVM-DRAM

算法抽样样本，绘制其直方分布图如图 6 所示。 
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(c) RVM-DRAM 算法  

图 5  不同算法的马尔科夫链 

Fig.5  Markov chains for different algorithms 

 

      (a) DRAM 算法        (b) RVM-DRAM 算法 

图 6  抽取样本的直方图 

Fig.6  Histogram of drawn samples 

图 5 表明，利用 DRAM 算法可以有效克服采

样停滞的缺点，在收敛进入自适应阶段后，样本没

有发生“停滞现象”，表现出良好的遍历性。图 6

表明后验分布的样本符合正态分布，为便于比较分
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析，依据大数定理计算后验的均值以比较三种方法

的修正效果。计算有限元模型修正前后频率的相对

误差如图 7 所示，待修正参数的变动情况如表 3   

所示。 
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图 7  有限元模型更新前后频率相对误差 

Fig.7  The relative error of frequency before and after updating 

表 3  3 种不同算法的有限元模型修正结果 

Table 3  The updated FEM results for 3 algorithms 

参数 θ1 θ2 θ3 θ4 θ5 

“真实”值 0.80 1.20 1.50 0.60 0.50 

初始值 1.0 1.0 1.0 1.0 1.0 

MH 0.81 1.18 1.41 0.72 0.50 

DRAM 0.81 1.22 1.52 0.61 0.50 

RVM-DRAM 0.80 1.21 1.52 0.61 0.50 

从图 7 和表 3 可知，MH 算法在更新后频率的

相对误差依然较大，这主要是因为 MH 算法的拒绝

率较大，在迭代过程中样本出现“停滞”现象，即

使达到 3000 次迭代终止条件时，抽样样本仍未充

分在其空间分布，故其平均值与真实的平均值相差

较大。DRAM 和 RVM-DRAM 算法更新模型后，待

修正参数均返回预设的结构真实值，但 RVM- 

DRAM 算法的计算效率相对较高，大约是 DRAM

算法的 30 倍左右，因此采用 RVM-DRAM 算法能

快速实现贝叶斯有限元模型修正。 

4.2  框架试验 

在实验室建立四层两跨钢框架结构，结构中

梁、柱均由 350 mm×65 mm×4 mm 的钢板组成，然

后用 L 型节点板和两个螺栓进行连接，基础采用

12 mm 厚钢板模拟。4 个加速度传感器分别布置在

4 层梁对应的柱节点上，如图 8(a)中虚线圆圈所示。 

采用锤击方式，在框架顶层施加水平向单点脉

冲激励，为获得多次测试数据，共进行 20 次激励

和测试，然后利用频率分解法(FDD)识别结构的频

率如表 4 所示。限于篇幅，文中仅给出第 5 次测试

数据识别得到的第 2 阶、第 4 阶振型如图 9 所示。 

    
   (a) 试验模型            (b) 有限元模型 

图 8  框架试验和有限元模型 

Fig.8  Tested and finite element model of steel frame 

 表 4  前 4 阶频率测试值 /Hz 

Table 4  The four measured frequencies 

阶数 1 阶 2 阶 3 阶 4 阶 

均值 4.88 15.63 27.34 35.16 

标准差 0.055 0.17 0.27 0.40 

变异系数 1.13 1.09 1.00 1.14 

-1.0 -0.5 0.0 0.5 1.0
0

1

2
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4

振型值  
(a) 第 2 阶                (b) 第 4 阶 

图 9  归一化后的振型 

Fig.9  Normalized mode for the steel frame 

在 ANSYS 软件中采用 Beam3 单元模拟试验框

架结构的梁和柱，每根梁柱单元(实际结构中的一根

钢板)等距划分成 10 个单元。梁、柱节点及柱底部

与基础节点设置为刚接。初始弹性模量 E 和初始质

量密度分别取为 210 GPa 和 7800 kg/m3，泊松比取

为 0.3。将同层 3 根柱的弹性模量视为一个待修正

参数 Eci(i=1,2,3,4)，同层 3 根柱的质量密度视为一

个待修正参数 ρci；将同层 2 根梁的弹性模量视为一

个待修正参数 Ebi，同层 2 根梁的质量密度视为一个

待修正参数 ρbi，因而整个有限元模型共 16 个候选

参数。采用灵敏度选参法削减待修正参数的个数。

灵敏度选参法通过考察各待修正参数变化所引起

结构频率变化率的大小实现待修正参数的选取。计

算各候选参数对频率的灵敏度如图 10 所示。 

从图 10 可知，频率对梁弹性模量 Eb1~Eb4 的敏

感度均低于 2，这主要是因为本次测试的是框架面

内水平向频率，梁的刚度对该向频率的影响较小。

另外第一层柱的质量密度c1 的敏感度较低，这是由

于第一层柱和地基相连，质量对频率的影响不大。



144 工    程    力    学  

排除以上 5 个对频率敏感度不高的候选参数，选取

图 10 中剩余的 11 个参数为待修正参数。 

Ec1 Ec2 Ec3 Ec4 Eb1 Eb2 Eb3 Eb4 c1 c2 c3 c4 b1 b2 b3 b4
1.0

1.5

2.0

2.5

3.0

3.5

4.0

4.5

 
图 10  候选待修正参数的灵敏度分析 

Fig.10  The sensitivity analysis for candidate parameters 

采用 Latin 抽样技术，抽取 2000 个训练样本和

400 个验证样本，用训练样本得到的 RVM 回归模

型计算 400 个验证样本的均方根误差 RSME，结果

如表 5 所示。 

表 5  各阶频率验证样本的 RMSE 

Table 5  The RMSE of frequencies for validation samples 

模态阶次 1 阶 2 阶 3 阶 4 阶 

RMSE 0.2444 0.7049 1.2379 2.0326 

表 5 中各阶频率的均方根误差均较少，表明相

关向量机得到的回归模型的精度较好。利用该回归

模型，采用 RVM-DRAM 算法进行模型修正，为对

比不确定性修正算法和确定性修正算法的计算效

果和效率，采用 ANSYS 软件自带的一阶优化方法

进行模型修正，得到的修正前后频率误差如图 11   

所示。 
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图 11  试验框架修正前后频率误差对比 

Fig.11  Comparison of frequency before and after updating 

从图 11 可知，采用 RVM-DRAM 和一阶优化

进行模型修正的效果基本相当，修正后的频率误差

均小于 5%。从修正效率来看，一阶优化完成整个

模型修正需要 2 h~3 h，而 RVM-DRAM 却仅需

2 min~3 min，修正速度提高了 60 倍左右，对于大

型复杂结构计算效率的提高可能更加明显。在与传

统模型修正方法精度基本相当的情况下，RVM- 

DRAM 修正算法的计算效率大大提高，快速实现了

有限元模型修正。 

5  结论 

针对MH算法在多维参数情况下样本的拒绝率

偏高，易出现“停滞”现象的问题，将延缓拒绝和

自适应策略(DRAM)引入MH算法中，以克服该算法

对高维待修正参数收敛较慢或无法收敛的情况；将

DRAM算法与相关向量机结合，提出RVM-DRAM

算法，以提高有限元模型修正的计算效率。数值模

拟和试验结果表明： 

(1) DRAM算法能够解决MH抽样过程中样本

停滞的现象，可使抽样所得样本在真实样本空间较

为均匀分布，克服了传统MH算法在多维参数下拒

绝率较高的缺点，从而实现了多维待修正参数下的

有限元模型修正。 

(2) 相关向量机的预测精度较高，在训练样本

数量较少的情况下，其预测值的均方根误差仍   

较小。 

(3) RVM-DRAM 算法在保持与传统一阶模型

修正方法精度相当的情况下，将计算效率提高了 60

倍左右，可快速实现模型修正，这对大型土木工程

结构的有限元模型修正具有重要的现实意义。 
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