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摘 要： 基于绝对对偶二次曲面的线性自标定方法因为算法简单，并能解决可变参数的自标定问题，常用于为

其他非线性自标定算法或捆集调整提供标定初值．针对传统线性自标定方法中反复出现的绝对对偶二次曲线的对偶
图像不正定与最小二乘解的局限问题，提出了一种新的基于半正定规划的自标定方法．算法通过在求解过程中约束绝
对对偶二次曲面的半正定性与其可行域范围，从而确保能够对ＤＩＡＣ（ＤｕａｌｏｆｔｈｅＩｍａｇｅｏｆｔｈｅＡｂｓｏｌｕｔｅＣｏｎｉｃ）分解得到内
参数矩阵，并使内参数在更合理的范围内取值．通过合成数据和真实图像数据实验，证明了算法的有效性和鲁棒性．
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１ 引言

摄像机自标定技术仅利用图像的信息即可还原得

到具有度量意义的摄像机模型，被广泛应用于三维重

建、视频监控等计算机视觉技术领域．自 ２０世纪 ９０年
代初，Ｆａｕｇａｕｒａｓ等［１］首次提出自标定念以来，摄像机自
标定技术一直是计算机视觉中的研究热点．自标定方法
经历了从直接自标定［１，２］到分层逐步自标定的发

展［３～５］，从固定参数自标定［１～５］到可变参数自标定［６，７］

的发展，还包含了对自标定中的临界运动问题的研

究［８，９］．经过十多年的不懈努力，摄像机自标定理论问
题可以说已基本解决，Ｈａｒｔｌｅｙ和Ｚｉｓｓｅｒｍａｎ在文献［１０］中
全面总结了自标定的理论基础与相关方法．

孟晓桥和胡占义指出［１１］，当前自标定的研究重点

应放在提高算法鲁棒性和使用已有的理论来解决具体

的计算机视觉问题上．为了提高自标定算法的鲁棒性，
Ｐｏｌｌｅｆｅｙｓ等［１２］提出根据摄像机内参数的确定度给线性
自标定方程加权，但这对于 ＤＩＡＣ的正定性并没有直接
的改善．杨敏［１３］基于旋转自标定提出了相应的正定规
划解决方案，使 ＤＩＡＣ的正定性得以保证，但算法对于
一般运动下的摄像机自标定问题则无能为力．传统的线
性自标定方法是一种无约束的求解方法，无法对 ＤＩＡＣ
的正定性和内参数的取值范围阐述约束．因此本文提出
一种把自标定问题转为一个受约束的半正定规划问题

的求解方案，有效克服了传统线性自标定法不能解决的

绝对二次曲线对偶图像不正定的问题，可以得到比传统

线性自标定方法更鲁棒的标定结果，摄像机在一般运动

下也具有较好的鲁棒性．
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２ 相关定义

２１ 摄像机模型

在摄像机标定中，通常使用的是针孔摄像机模型．
在此模型下，摄像机按透视投影变换将空间点 Ｍ＝（ｘ，
ｙ，ｚ，１）Ｔ投影到像点 ｍ＝（ｕ，ｖ，１），投影方程为：

ｍ ～ＰＭ （１）
其中，～表示相差一个尺度因子的意义下相等，Ｐ为摄
像机的投影矩阵．摄像机投影矩阵 Ｐ的作用可进一步
分解为摄像机内参数和外参数，即 Ｐ＝Ｋ［Ｒ，ｔ］．摄像
机的内参数矩阵 Ｋ可以表示为：

Ｋ＝
ｆ ｓ ｕ０
０ ｒｆ ｖ０









０ １

（２）

其中，ｆ为摄像机的焦距，ｒ为纵横比，ｓ为倾斜因子，
（ｕ０，ｖ０）为主点位置．
２２ 半正定规划问题

半正定规划是线性规划的扩展，在求解过程中约

束了矩阵的半正定性，在很多实际问题中都有应用．标
准半正定规划问题可以描述为［１４］：

ｍｉｎｃＴｘ
ｓ．ｔＸ＝Ｆ０＋ｘ１Ｆ１＋…＋ｘｎＦｎ０ （３）
Ａｘ＝０

其中，Ｆ０，Ｆ１…，Ｆｎ都为ｋ阶对称阵．
若 Ａ（ｘ）＝Ａ０＋ｘ１Ａ１＋…＋ｘｎＡｎ，Ａｉ∈Ｒｐ×ｑ则最小

化问题ｍｉｎ‖Ａ‖２可转化为标准的正定规划问题：
ｍｉｎ ｔ

ｓ．ｔ
ｔＩ Ａ（ｘ）

Ａ（ｘＴ） ｔ[ ]Ｉ （４）

其中 ｘ和ｔ为自变量，一旦将问题转化为标准的半正定
规划问题，就可以使用相关软件包来求解，如 ＳＤＰＡ［１５］

或ＳｅＤｕＭｉｌ［１６］等．

３ 改进的基于半正定规划自标定方法

３１ 绝对对偶二次曲面的线性约束

首先基于Ｐｏｌｌｅｆｙｅｓ的线性自标定方法得到关于绝
对对偶二次曲面的线性方程组，并假设（１）图像像素为
矩形，即 ｓ＝０；（２）主点位置（ｕ０，ｖ０）位于图像中心，即
（ｗ／２，ｈ／２），ｗ，ｈ为图像的宽和高；（３）纵横比为１，即 ｒ
＝１，然后引入归一化变换矩阵

ＫＮ＝
ｗ＋ｈ ０ ｗ／２
０ ｗ＋ｈ ｈ／２







０ ０１

绝对对偶二次曲面的投影方程为：ω＝ＫＫＴ～ＰＱ∞ＰＴ

然后作以下变换：Ｋ－１ＮＫＫＴＫ－ＴＮ ～Ｋ－１Ｎ ＰＱ∞ＰＴＫ－ＴＮ ，即：

珟ω＝珟Ｋ珟ＫＴ～珘ＰＱ∞珘ＰＴ （５）
其中，珟Ｋ＝Ｋ－１ＮＫ，珘Ｐ＝Ｋ－１ＮＰ，进一步展开，可以得到式
（６）．

珟ω＝珟Ｋ珟ＫＴ＝
Ｗ１１ Ｗ１２ Ｗ１３
Ｗ１２ Ｗ２２ Ｗ２３
Ｗ１３ Ｗ２３ Ｗ









３３

～珘ＰＱ∞珘ＰＴ （６）

其中， Ｗ１１ ＝
ｆ２＋ｓ２＋（ｕ０－ｗ／２）

（ｗ＋ｈ）２
， Ｗ１２ ＝

ｓｒｆ＋（ｕ０－ｗ／２）（ｖ０－ｈ／２）
（ｗ＋ｈ）２

，Ｗ１３ ＝
ｕ０－ｗ／２
ｗ＋ｈ，Ｗ２２ ＝

ｒ２ｆ２＋（ｖ０－ｈ／２）
（ｗ＋ｈ）２

，Ｗ２３＝
ｖ０－ｈ／２
ｗ＋ｈ，Ｗ３３＝１．把内参数满

足的 ３个假设条件代入式（６）得到珟ω ＝珟Ｋ珟ＫＴ＝
ｆ２ ０ ０
０ ｆ２ ０









０ ０ １
～珘ＰＱ∞珘ＰＴ．把关于内参数的线性约束（即 ｓ

＝０，（ｕ０，ｖ０）为（ｗ／２，ｈ／２）和 ｒ＝１）转移到绝对对偶二
次曲面上，可以得到形如 Ａｑ＝０的线性方程组，其中，ｑ
为绝对对偶二次曲面Ｑ∞的各矩阵元素组成的向量，且
有｜ｑ｜＝１０．
３２ 绝对对偶二次曲面的半正定约束

传统的线性自标定方法中一个反复出现的问题是

ＤＩＡＣ的正定性得不到保证．如果 ＤＩＡＣ不是正定的，则
无法通过分解得到内参数矩阵，这就导致了自标定失

败．这种情况下，寻找最接近的正定解是不正确的，ＤＩ
ＡＣ的正定性要求实际暗示了摄像机焦距、纵横比为非
负的约束．将 Ｑ∞的半正定性施加到 Ａｑ＝０的求解过程
中，目标函数可写为：

ｍｉｎ‖Ａｑ‖２
ｓ．ｔＱ∞０

（７）

记 Ａ（ｑ）为：Ａ（ｑ）＝Ａ（ｑ１，ｑ２，…，ｑ１０）Ｔ＝（Ａ１，Ａ２，…，
Ａ１０），其中，Ａｉ（ｉ＝１１，２，…，１０）为 Ａ（ｑ）的各个列向量，
显然，Ａ（ｑ）是未知数 ｑｉ（ｉ＝１，２，…，１０）的线性组合，根
据前面半正定规划问题，最小二乘问题 ｍｉｎ‖Ａ（ｑ）‖２
可转化为标准的半正定规划问题，记为：

ｍｉｎ ｔ

ｓ．ｔ
ｔＩ Ａ（ｑ）

Ａ（ｑ）Ｔ ｔ[ ]Ｉ ０，Ｑ∞０ （８）

将式（７）、（８）统一为一个约束，目标函数可以转化为标
准的半正定规划问题：

ｍｉｎ ｔ

ｓ．ｔ
ｔＩ Ａ（ｑ） ０

Ａ（ｑ）Ｔ ｔＩ ０
０Ｔ ０Ｔ Ｑ









∞
０ （９）

其中，ｔ和ｑｉ（ｉ＝１，２，…，１０）为自变量，共１１个未知数．
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３３ 绝对对偶二次曲面的不等式约束

传统线性自标定方法的另一个常见问题是最小二

乘解的局限性，前面已经根据摄像机内参约束推导出

Ｑ∞的线性方程组，但当此线性方程组取得最小二乘解
时，并不能反过来对内参数产生约束．我们可以通过不
等式的作用在求解过程中约束解的可行域范围，从而

使摄像机参数在更合理的范围内取值．对于一般的摄
像机来说，都能满足以下的约束条件：

（１）倾斜因子 ｓ在±００２（ｗ＋ｈ）范围内
（２）纵横比 ｒ在［０．９，１．１］范围内
（３）视场角范围（ＦＯＶ）在３０°～８０°范围内
（４）（ｕ０－ｗ／２）在±００６ｗ范围内
（５）（ｖ０－ｈ／２）在±００６ｈ范围内
在实际过程中，也可以根据具体摄像机的性能对

上述约束做相应的调整．一般来说，这里给出的约束对
于绝大多数摄像机都是满足的．图像的宽高比和４：３计
算，并把视场角的范围转化为对焦距的约束（视场角θ
与焦距的关系可由图１中的关系得到）．

我们可得到内参数的取值范围：

（１）ｓ∈［－０．０２（ｗ＋ｈ），０．０２（ｗ＋ｈ）］
（２）ｒ∈［０．０９，１．１］
（３）ｆ∈［０．３１４（ｗ＋ｈ），１．０６６（ｗ＋ｈ）］
（４）（ｕ０－ｗ／２）∈［－０．０３４３（ｗ＋ｈ），０．０３４３（ｗ＋ｈ）］
（ｖ０－ｗ／２）∈［－０．０２５７（ｗ＋ｈ），０．０２５７（ｗ＋ｈ）］

由式（６）可以得到矩阵珟ω中各元素的取值范围为：
（１）ω１１∈［０．１１６，１．１３８］
（２）ω１２∈［－０．０２４３，０．０２４３］
（３）ω１３∈［－０．０３４３，０．０３４３］
（４）ω２２∈［０．０９４，１．３７６］
（５）ω２３∈［－０．０２５７，０．０２５７］
（６）ω３３＝１

转化为不等式约束可以得到：

ｄ１＝λω１１－０．１１６λω３３０
ｄ２＝１．１３８λω３３－λω１１０
ｄ３＝λω１２＋０．０２４３λω３３０
ｄ４＝０．０２４３λω３３－λω１２










０

ｄ５＝λω１３－０．０３４３λω３３０
ｄ６＝０．０３４３λω３３－λω１３０
ｄ７＝λω２２－０．０９４λω３３０
ｄ８＝１．３７６λω３３－λω２２０
ｄ９＝λω２３＋０．０２５７λω３３０
ｄ１０＝０．０２５７λω３３－λω















２３

（１０）

又因为 ｓ、（ｕ０－ｗ／２）和 ｖ０－ｈ／２相对 ｆ而言很小，我们
可以近似得到：

ｄ１１＝ω１１＝
ｆ２＋ｓ２（ｕ０－ｗ／２）２

（ｗ＋ｈ）２ ≈
ｆ２

（ｗ＋ｈ）２

ｄ１２＝ω２２＝
ｒ２ｆ２＋（ｖ０－ｈ／２）２

（ｗ＋ｈ）２ ≈
ｒ２ｆ２

（ｗ＋ｈ）
{

２

（１１）

可见，ω１１和ω２２之间的关系主要取决于纵横比 ｒ的范
围，可得：

ｄ１１＝１．２λω１１－λω２２０
ｄ１２＝λω２２－０．８λω１１{ ０

（１２）

由式（１０）和（１２）可知，对于每幅图像存在 １２个这
样的不等式约束．通过投影方程可以转化为关于绝对
对偶二次曲面的不等式约束．
３４ 自标定问题的半正定规划

将式（１０）、（１２）转化为关于 ｑｉ的约束，关于 ｑｉ的不
等式约束可以转换为半正定约束，即：Ｄ（ｑ）ｉ＝ｄｉａｇ（ｄ１，
ｄ２，…，ｄ１２）０，其中 ｉ表示第ｉ幅图像对应的半正定条
件，所有图像对应的半正定条件组成为一个大的半正

定矩阵：Ｄ（ｑ）＝ｄｉａｇ（Ｄ（ｑ）１，Ｄ（ｑ）２，…，Ｄ（ｑ）ｎ）０．
因此，自标定问题可以转化为以下的标准半正定规划

问题：

ｍｉｎ ‖Ａｑ‖２

ｓ．ｔ．

ｔＩ Ａ（ｑ） ０ ０
Ａ（ｑ）Ｔ ｔＩ ０ ０
０Ｔ ０Ｔ Ｑ（ｑ） ０
０Ｔ ０Ｔ ０Ｔ Ｄ（ｑ











）

０（１３）

通过求解这个半正定规划问题，我们得到绝对对

偶二次曲面 Ｑ∞．把 Ｑ∞代入投影方程式（５），求出相应
的绝对二次曲线对偶图像ω．通过这种方法求得的

ω很大程度上保证了其正定性，摄像机的内参数矩阵

Ｋ可由ω的Ｃｈｏｌｅｓｋｙ分解得到．

４ 实验结果

４１ 合成数据实验

为了验证本文提出算法的有效性，利用已知准确

相机参数的合成数据进行算法验证．首先在空间定义
一个世界坐标系，在世界坐标系的各坐标平面分布一

系列有序的标志点，如图２所示，给定这些标志点的世
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界坐标．利用３ＤＭａｘＳｔｕｄｉｏ软件设置一个虚拟摄像机，
在世界坐标系正面的３的位置拍摄得到对应的３幅图
像，图像分辨率为６４０×４８０．我们假设摄像机的内参数
在拍摄过程中保持不变，并取 ｆ＝７００，ｒ＝１，ｓ＝０，ｕ０＝
３２０和 ｖ０＝２４０，作为摄像机内参数的基准值．

通过摄像机的投影矩阵，把所有的标志点投影到

各图像平面上，得到各标志点的理想图像投影位置及

它们在各幅图像简的对应关系．然后将理想投影的像
素分别加上［－ｎ，ｎ］均匀分布的噪声，（ｎ＝［０．５，１．０，
１．５，２．０，２．５，３．０，３．５］），单位为像素），也即偏离理想
位置的像素值．由于噪声在不同时刻是随机的，通过这
种带噪声的对应关系，我们使用传统的线性自标定方

法和基于半正定规划的自标定方法还原摄像机参数，

由于噪声在不同时刻下是随机的，对每一个像素级别

的噪声分别计算在２００个不同时刻下的标定结果．统计
这２００次标定结果相对于基准参数的平均误差，可以得
到平均相对误差曲线如图３所示．图中 Ｌｉｎｅａｒ表示线性
自标定方法，ＳＤＰ表示基于半正定规划的自标定方法．
在噪声较低的情况时，两种自标定方法的误差都比较

小，随着噪声的增大，相对误差也随之增大．但使用半
正定规划的自标定方法的相对误差比传统线性自标定

方法的小，尤其是主点位置的自标定结果，即使在噪声

幅度达到３．５个像素的级别下，相对误差仍然在一个可
接受的范围内．

统计两种自标定方法在不同幅度噪声下失败次数

（即ＤＩＡＣ为非正定的情况），如表１所示．可见，传统自
标定方法当噪声较大时会出现自标定失败的情况，并

且随着噪声的增大，失败的几率也会增加，而使用基于

半正定规划的自标定方法，则很大程度上保证了 ＤＩＡＣ
的正定性，从而保证了一定可以分解得到内参数矩阵．

表１ 自标定失败次数统计

噪声幅度（像素） ０．５１．０１．５２．０２．５３．０３．５

线性自标定方法失败的次数 ０ ０ ０ ０ ５ １３ ４９

半正定规划自标定方法失败次数 ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０

４２ 实际数据实验

为了验证本算法的有效性，我们采用 Ｓｔｒｅｃｈａ摄像
机标定与多视图重建数据库中的一组喷水池图像序列

进行自标定实验［１７］，这组图像的分辨率为３０７２×２０４８，
并带有真实的相机参数，可以作为比较的标准参数．使
用线性自标定和基于半正定规划的自标定方法得到的

标定结果如表２所示．在图像质量较好时，所提取的特

征点位置准确，射影重构的误差下，两种自标定方法都

能得到接近标准参数的结果．
表２ 喷水池图像序列标定结果比较

方法 ｆ ｒｆ ｓ ｕ０ ｖ０

标准参数 ２７５９．４８２７６４．１６ ０ １５２０．６９１００６．８１

线性字标定方法 ２６２３．４８２６２５．３５ ６．１５ １５２８．９７１０１２．９７

半正定规划自标定方法 ２５９８．４８２６００．０８ ５．８９ １５２９．１６１０２５．２９

为测试算法在强噪声图像序列中的精度，我们在

一个由三块棋盘格标定板组成的三平面装置上，通过

摄像机拍摄得到一组６４０×４８０分辨率的三平面图像，
如果４中的原始图像序列所示．在实际中，常因为外界
的影响而导致图像成像质量不高，如图４中的带高斯噪
声的图像序列，这就给图像特征点的提取带来了误差，

最终也影响了标定精度．
在原始图像序列上使用张氏标定法得到摄像机参

数作为基准参数，在这个过程中，我们使用了棋盘格的

尺度信息，因此可以得到相对精确的标定结果．但在自
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标定过程中，我们忽略了棋盘格的尺度信息，仅利用图

像间的点对应关系，使用线性自标定方法和基于半正

定规划的自标定方法分别对原始图像序列和带噪声的

图像序列进行标定，标定结果如表３所示．

表３ 三平面图像序列标定结果比较

方法 ｆ ｆｒ ｓ ｕ０ ｖ０

张氏标定（基准参

数）
５２７．３４０５２４．９７４ ０ ３１７．９５４２２９．０２５

线性自标定法（原

始序列）
５４４．０４７５４６．０２０ －２．０４ ３２３．２９３２３６．０１９

半正定规划自标

定法（原始序列）
５１９．７４９５２０．３８８ １．５３ ３２０．５１５２３２．８９８

线性自标定法（带

噪声序列）
４８８．５４７４８１．２６１ ３５．０７０ ２０４．４７２１５０．８３２

半正定规划自标

定法（带噪声序

列）

５３６．８３９５４１．５４５－１３．２３２３３８．５４４２４５．８５９

显然，对于噪声较小的原始图像序列，因为射影重

构的精度也较高，使用线性自标定和半正定规划的自

标定方法都能得到接近于基准参数的标定结果，这时

可以通过非线性自标定或捆集调整进一步提高摄像机

参数的精度．但对于带有较大噪声的图像序列来说，线
性自标定方法的标定结果已远远偏离了基准参数，而

使用基于半正定规划的自标定方法的标定误差仍在一

个可以接受的范围内．

５ 结论

基于半正定规划的自标定方法是针对传统的线性

自标定法的局限性而提出的一种鲁棒的自标定求解方

案，从理论上来说是一种约束了可行域范围的线性自

标定方法．通过绝对对偶二次曲面的半正定约束确保
ＤＩＡＣ的正定性，通过绝对对偶二次曲面的不等式约束

确保摄像机参数在更合理的范围内取值，从而在强噪

声条件下要比传统的线性自标定方法更具鲁棒性．经
过合成数据和实际数据实验验证了本文提出的算法在

较强噪声的情况下也能稳定地获得相机标定参数．
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