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颗粒增强橡胶复合材料有效力学性能预测分析

谢　悦，宿晓如，冯春冬，罗冬梅

（佛山科学技术学院 土木工程系，广东 佛山 ５２８０００）

摘要：采用几种经典预测计算方法分析颗粒半径大小、颗粒百分比、颗粒弹性模量等参数对随机颗粒增强橡胶复合

材料有限元模型有效力学性能的影响。结果表明：高百分比、小半径、低弹性模量的颗粒有利于改善随机颗粒增强

橡胶复合材料的有效力学性能；所用方法中，经典ＭｏｒｉＴａｎａｋａ法、ＨａｌｐｉｎＴｓａｉ法和以应变能法和广义虎克定律为基
础的有限元法都有一定的局限性，而修正的经典ＨａｌｐｉｎＴｓａｉ公式能有效改善经典公式预测的结果，另一种多尺度均
质化方法的结果介于数值法与经典公式法之间，说明修正ＨａｌｐｉｎＴｓａｉ法和均质化法的预测更为可靠。
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　　橡胶基复合材料因其弹性大、可设计性强、可以人工合
成、价格低廉等优良性能广泛应用于航空航天、土木建筑、交

通运输及体育器材等领域，通过添加纤维、颗粒等形状和性

能不一样的增强相能够进一步改善橡胶的性能。目前对于

这类材料的研究一般是通过大量的物理实验进行配方设计。

李福强等［１］研究了未处理棉短纤维、尼龙短纤维和木质纤维

素短纤维的用量对短纤维增强三元乙丙橡胶复合材料物理

力学性能的影响；谢尊虎等［２］分析了提高硅橡胶各项性能的

主要途径和方法，指出了提高硅橡胶相关性能的发展方向；

王作龄等［３］通过编译橡胶试验方法，对橡胶的实验材料尺

寸、试验方法、试验数据处理做了统一，为后续工作者提供试

验参考，齐海波等［４］通过试验，利用电子显微镜对颗粒增强

复合材料中颗粒长径比的影响进行统计分析，推导出颗粒长

径比与其体积分数的关系，并将其运用到复合材料有效弹性

模量计算的Ｅｓｈｅｌｂｙ等效夹杂理论及改进的自洽法中；研究
结果表明：颗粒体积分数较低时，从Ｅｓｈｅｌｂｙ等效夹杂理论得
到的结果具有较高的精度；体积分数较高时，改进的自洽法

能作出较准确的预测；柏振海等［５］通过大量实验找出复合材

料有效弹性模量和体积分数的关系式，利用 Ｖｏｉｇｔ等应变假
设和Ｒｅｕｓｓ等应力假设成功引入 Ｊ因子，预测各种不同复合
材料体系的弹性模量。

随着电子计算机的发展，数值模拟的优越性越来越显

著，通过建立合理的细观力学模型分析复合材料的微观结构

对宏观力学性能的影响已经成为复合材料设计的重要辅助

手段，材料和力学工作者一直致力于研究直接用数值方法进

行复合材料设计。黄乾钰［６］利用Ｌａｐｌａｃｅ变换与逆变换从基
体的黏弹性出发推导了复合材料的黏弹性模型，沈珉等［７］采

用细观力学的ＭｏｒｉＴａｎａｋａ法研究非理想界面刚度对复合材
料有效弹性模量的影响，姜剑等［８］在细观力学基础上利用数

值模拟法分析了大变形条件下短纤维增强复合材料的力学

性能，李庆［９－１０］通过细观力学有限元方法对炭黑颗粒填充

橡胶复合材料的宏观力学行为进行模拟仿真，重点分析单个

圆形和方形炭黑填料粒子模型的变形场和应力场。上述结

果表明有限元法对研究单个增强相复合材料的力学性能非

常有效。

此外，雷友峰等［１１］通过分析复合材料细观结构代表性

体积元的力学响应，基于能量等效原理计算复合材料有效弹

性模量，数值计算结果与部分实验结果有较好的吻合度；高

剑虹［１２］利用该方法计算了短纤维增强橡胶复合材料的有效

弹性模量。ＣｈａｒｌｅｓＬ．等［１３］比较了用不同方法计算短纤维增

强复合材料有效刚度的差异，证明 ＭｏｒｉＴａｎａｋａ法是预测短
纤维复合材料有效弹性模量的理想方法。黄永霞等［１４］基于

均匀化理论对随机夹杂分布的应力场计算模拟，得出

Ｖｏｒｏｎｏｉ单元有限元法在计算多相复合材料时比普通位移有
限元法效率高，并且能够反映夹杂分布的随机性。

汪文学等［１５］明确指出了复杂应力状态下材料主应力分

量之间的非线性耦合对材料非线性行为的影响，并基于余应

变能密度函数提出了新的、包含了非线性耦合效应的应力应

变关系式。刘熠等［１６］以远场球对称应力作用下非线性基体

中含单个球形刚性粒子或单个球形孔洞为例，给出了非线性

基体中 Ｅｓｈｅｌｂｙ等效夹杂方法的精确解，表明材料线性情况
的Ｅｓｈｅｌｂｙ等效夹杂方法不能简单地推广应用于非线性基体
中含刚性粒子或孔洞的力学分析中。

本文在ａｎｓｙｓ平台上利用 ＭｏｎｔｅＣａｒｌｏ随机投放法建立
了随机颗粒增强橡胶复合材料的有限元模型，分别用广义虎

克定律（有限元法）、应变能法［１１－１２］、ＭｏｒｉＴａｎａｋａ法［１７］、

ＨａｌｐｉｎＴｓａｉ法［１８］、修正的 ＨａｌｐｉｎＴｓａｉ［１９］法和均质化法［２０］六

种方法研究颗粒增强橡胶复合材料中填充颗粒的半径大小、

百分含量、弹性模量等参数对复合材料有效力学性能的影

响，通过比较各方法的计算结果，分析各个方法的差异，讨论

其优劣，为准确预测随机颗粒增强橡胶复合材料的有效力学

性能提供可靠方法。

１　有效弹性模量计算的理论基础

１）广义虎克定律（有限元法）
以平面应力状态为例，考虑线弹性情况，利用广义虎克

定律

｛σｉｊ｝＝［Ｄ］｛εｉｊ｝ （１）

［Ｄ］＝
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可得出：

μ＝
σｙεｘ－σｘεｙ
σｘεｘ＋σｙεｙ

（３）

Ｅ＝
（１－μ２）σｘ
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　　２）应变能法
雷友峰等［１１］依据能量等效原理，利用细观力学有限元

法推导了以平均应变能密度和平均应变为变量的计算复合

材料有效弹性模量的计算公式：

Ｅ＝
２∑Ｕｉｊ
ε２Ｖ

（５）

式中：∑Ｕｉｊ为复合材料单元平均应变能密度，ε为复合材料
平均应变，Ｖ为复合材料单元体的总体积。
３）ＭｏｒｉＴａｎａｋａ法与ＨａｌｐｉｎＴｓａｉ理论
Ｍｏｒｉ和 Ｔａｎａｋａ利用 Ｅｓｈｅｌｂｙ夹杂理论和平均应力 －应

变的概念推导出一个计算短纤维增强复合材料有效力学性

能的经典方法［１７］。

设均质材料在其边界上受到远场均匀的应力 σ０的作
用，其本构关系为：

σ０ ＝Ｌ０ε
０ （６）

式中，Ｌ０为基体材料的弹性常数张量，当基体中存在夹杂时，
夹杂之间的相互作用会产生一个扰动应变珘ε，此时基体的平
均应力成为
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σ（０） ＝σ（０）＋珟σ＝Ｌ０（ε
０＋珘ε） （７）

　　基体中应力的扰动部分为
珟σ＝Ｌ０珘ε （８）

　　利用Ｅｓｈｅｌｂｙ等效夹杂原理处理，得到夹杂相的应力为
σ（１） ＝σ０＋珟σ＋σ′＝Ｌ１（ε

０＋珘ε＋ε′）＝

Ｌ０（ε
０＋珘ε＋ε′－ε） （９）

式中：Ｌ１为夹杂相的弹性常数张量；ε为夹杂的等效本征
应变；σ′与ε′为由于单个夹杂的存在而相对于原本基体所
引起的扰动应力和应变，采用Ｅｓｈｅｌｂｙ的推导结果有

ε′＝Ｓε （１０）
式中，Ｓ为 Ｅｓｈｅｌｂｙ四阶张量，根据平均场理论，最终得到复
合材料的等效弹性模量为

Ｌ＝Ｌ０（Ｉ＋ｖｆＡ）
－１ （１１）

式中，ｖｆ为夹杂相体积比，Ａ为：

Ａ＝｛Ｌ０＋（Ｌ１－Ｌ０）［ｖｆＩ＋（１－ｖｆ）Ｓ｝
－１（Ｌ０－Ｌ１）

（１２）
　　由式（１１）可以看出，ＭｏｒｉＴａｎａｋａ法得到的有效弹性模
量除了与夹杂的体积比和弹性模量有关，还通过 Ｅｓｈｅｌｂｙ张
量体现夹杂之间的相互作用。但该公式无法体现夹杂的排

列方式和夹杂尺寸大小的变化，不能很好体现夹杂之间的相

互作用。

ＨａｌｐｉｎＴｓａｉ经典理论源于利用连续介质理论推出的广
义自洽模型，对于体积含量较小的连续纤维增强复合材料有

效弹性模量预测具有较高的准确率。该理论导出的通式：

Ｐ
Ｐｍ
＝
１＋ξηｖｆ
１－ηｖｆ

，η＝
（Ｐｆ／Ｐｍ）－１
（Ｐｆ／Ｐｍ）＋１

（１３）

可以用于包括弹性模量、剪切模量和泊松比在内的所有有效

力学性能参数的计算。式中：Ｐ表示 Ｅ１１、Ｅ２２、Ｇ１２、γ１２等不同
的力学性能参数，ｆ表示颗粒材料，ｍ表示基质材料，η表示
取不同力学性能计算得到的一个参数，ξ是一个与长径比
（ｌ／ｄ）有关的材料参数，其定义见表１所示，表１同时定义了
Ｐ代表的几种典型的力学性能。

从ＨａｌｐｉｎＴｓａｉ经典公式（１３）可以看出，公式只包含了
基体和夹杂材料的体积比和各自的材料参数，无法体现夹杂

相的几何形状及夹杂相之间的相互作用。

表１　ＨａｌｐｉｎＴｓａｉ经典公式Ｐ代表的力学性能

Ｐ Ｐｆ Ｐｍ ξ 定义

Ｅ１１ Ｅｆ Ｅｍ ２（ｌ／ｄ） 纵向弹性模量

Ｅ２２ Ｅｆ Ｅｍ ２ 横向弹性模量

Ｇ１２ Ｇｆ Ｇｍ １ 纵向剪切模量

γ１２ 泊松比

　　４）修正的ＨａｌｐａｉｎＴｓａｉ法
刘平等［１５］进一步探讨 ＨａｌｐｉｎＴｓａｉ修正混合率计算模型

及其原理，并对其经验拟合参数 ｑ进行理论识别，导出了著
名的 ＨａｌｐｉｎＴｓａｉ修正混合率公式，扩展了该公式的应用
范围：

Ｅ＝σ
ε
＝
ｖｆＥ１（ｑ＋Ｅ２）＋ｖｍＥ２（ｑ＋Ｅ１）
ｖｆ（ｑ＋Ｅ２）＋ｖｍ（ｑ＋Ｅ１）
０＜ｑ＜∞ （１４）

其中，ｖｆ和 ｖｍ 分别代表颗粒和基体的体积分数，ｑ＝

σ１－σ２
ε２－ε１

，其中σ１和ε１分别代表颗粒的主应力和主应变，σ２

和ε２代表基体的主应力和主应变，采用这些数据进行有限
元计算，其结果可以间接体现夹杂相（颗粒）之间的相互

作用。

４）均质化法
多尺度均质化法将宏观结构分解为无数周期性特征体

积单元，引入摄动参变量ξ，利用摄动理论将与宏微观变量有
关的边界值问题解耦为宏观边值问题和细观边值问题。在

宏观边值问题中，组成Ω的非均匀材料被等效为一种均匀材
料，而其等效材料性能通过在单胞上求解细观边值问题得

到，细观边值问题的控制方程为均匀化方程，利用多尺度均

匀化法能够得到具有足够精度的近似结果，同时还能理解不

同的微结构材料性质对非均匀材料整体和局部响应的影响。

根据均质化原理，细观尺度的位移展开量与宏观位移之

间满足如下关系

ｕｌｋ（ｘ，ｙ）＝－χ
ｐｑ
ｋ（ｘ，ｙ）

ｕ０ｐ（ｘ）
ｘｑ

＋ｕｌｋ（ｘ） （１５）

式中，特征函数 χｐｑｋ（ｘ，ｙ）是宏细观位移之间的传递函数，是
与宏微观变量有关的非解耦函数。将方程（１５）代入基本控
制方程（几何方程、物理方程和静力平衡方程），得到

∫
Ｙ

Ｅｉｊｐｑ
χｐｑｋ
ｙｌ
ｖｉ（ｙ）
ｙｊ

ｄＹ＝∫
Ｙ

Ｅｉｊｋｌ
ｖｉ（ｙ）
ｙｊ

ｄＹ （１６）

χｐｑｋ（ｘ，ｙ）为非齐次方程（１６）的解。由于方程（１６）中载荷项
处理困难，通用有限元软件中没有对应的载荷形式，难以直

接求解，因此有许多研究关注χｐｑｋ（ｘ，ｙ）的求解。

罗冬梅等［２０］通过引进新的解耦特征函数，得到一个齐

次微分方程，只要利用周期性边界条件的基本变形求得每种

变形情况下的应变，就可以确定精确的特征函数，得到复合

材料的有效弹性模量。

通过Ｋｒｏｎｅｃｋｅｒ函数

δｉｊ＝
０　ｉｆｉ≠ｊ
１　ｉｆ{ ｉ＝ｊ

（１７）

定义过渡函数

χｐｑ０ｋ ＝
１
２（δｐｋｙｑ＋δｑｋｙｐ） （１８）

得到解耦特征函数

珓χｐｑｋ（ｘ，ｙ）＝χ
ｐｑ
０ｋ（ｙ）－χ

ｐｑ
ｋ（ｘ，ｙ） （１９）

　　将式（１９）代入方程（１６），即可得到求解解耦特征函数
的齐次微分方程：

∫
Ｙ

Ｅｉｊｋｌ
珓χｐｑｋ
ｙｌ
ｖｉ（ｙ）
ｙｊ

ｄＹ＝０ （２０）

从而得到均质化有效弹性模量

ＤＨｉｊｋｌ（ｘ）＝
１
Ｙ∫

Ｙ

Ｅｉｊｋｌ
珓χｐｑｋ
ｙｌ
ｄＹ （２１）
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　　二维情况下，矩形截面的周期性位移边界条件为：
［ｕ１］ ｓｉｄｅ１＝［ｕ

１］ ｓｉｄｅ３　［ｕ
１］ ｓｉｄｅ２＝［ｕ

１］ ｓｉｄｅ４ （２２）

式中，ｕ１代表细观坐标中任意的水平和竖直位移。

２　有限元建模

由于单颗粒夹杂代表性单元只适用于研究颗粒分布均

匀的复合材料，对于颗粒分布不均匀的复合材料并不适用，

所以，为了建立比较接近真实情况的代表性单元，考虑到颗

粒之间的相互作用，本文利用 ＭｏｎｔｅＣａｒｌｏ随机投放技术，先
在指定的投放区域用 ＡＮＳＹＳ中的命令生成方框模型，调用
数组ＳＰＨ中的数据，使用 ＷＰＡＶＥ命令、ＳＰＨ４命令和 ＡＰＤＬ
参数化设计语言中的循环语句生成随机颗粒模型，然后使用

ＶＳＢＶ命令（体相减命令）将立方体区域减去颗粒区域即得
到基体区域。最后用ＶＧＬＵＥ（粘结体命令）将颗粒区域和基
体区域相粘结，完成模型的构建，用来分析复合材料的有效

力学性能。图１为随机颗粒增强橡胶复合材料的代表性单
元，图２为对应的有限元网格模型。

图１　二维颗粒生成和投放模型

图２　有限元网格模型

３　计算结果与讨论

橡胶属于大变形超弹性材料，不是常规的线弹性材料，

弹性模量没有固定值，本文的研究对像是丁腈橡胶，一般弹

性模量为２～８ＭＰａ，耐热性１２０℃，耐寒性 －４０℃，耐候性
佳，耐磨损，抗变形性好，不抗燃，储存稳定年份５到１０年。

橡胶的本构关系采用Ｍｏｏｎｅｙ模型，其应变能函数为

Ｗ ＝Ｃ１（Ｉ１－３）＋Ｃ２（Ｉ２－３） （２３）
其中：Ｃ１和Ｃ２为橡胶的材料常数，Ｉ１和 Ｉ２分别为橡胶的第
一和第二应变不变量，为方便比较，取 Ｃ１ ＝７Ｅ／４８，Ｃ２ ＝
Ｅ／４８，将橡胶材料的初始弹性模量Ｅ＝２ＭＰａ代入其中得到：
Ｃ１＝０．２９２，Ｃ２＝０．０４２，泊松比为０．４９９

［７］；颗粒的弹性模量

为２００ＭＰａ，泊松比为０．３，本文主要讨论有效弹性模量和有
效泊松比的变化。

３．１　颗粒半径的影响
设随机投放的颗粒半径分别为２、２．５、３、４、６ｎｍ，所占面

积百分比为１５％，以常应变０．４进行加载运算，得到半径与
有效弹性模量之间的关系如图３所示。

图３　颗粒半径对复合材料有效模量的影响

图４　颗粒半径对复合材料有效泊松比的影响

　　从图３可以看出，（１）颗粒只在小半径情况对弹性模量
影响较大，随半径的增大，弹性模量逐渐趋于稳定。（２）计算
方法对弹性模量的影响较为显著，有限元法得到的结果偏

大，修正ＨａｌｐｉｎＴｓａｉ结果是几种计算方法中最为保守的。与
有限元法结果相比，两者最大值相差３６．５％，均质化法结果
与应变能法结果较为接近。ＭｏｒｉＴａｎａｋａ法和 ＨａｌｐｉｎＴｓａｉ两
个经典理论都难以体现颗粒半径的影响，图中没有显示这两

种方法的结果，而修正的ＨａｌｐｉｎＴｓａｉ法通过应力和应变的变
化能够体现颗粒半径的影响，但结果比其他方法均小，偏于

保守。（３）尽管颗粒弹性模量是橡胶基体材料的１００倍，颗
粒百分比也有１５％，但由于橡胶材料的超弹性特性，复合材
料的有效弹性模量增长并不明显。

图４为半径变化对泊松比的影响，应变能法预测到的泊
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松比最大，为０．４８６，与均质化法得到的结果最接近。修正的
ＨａｌｐｉｎＴｓａｉ法预测的泊松比只有０．４２８，依然是所有预测结
果中最保守的值，与最大值相差１０．６％，有限元法得到的结
果居中。总的来说，橡胶材料对大半径颗粒不敏感，Ｍｏｒｉ
Ｔａｎａｋａ法和ＨａｌｐｉｎＴｓａｉ两个经典理论不能体现颗粒半径的
影响，其他四种方法预测的结果差别不大。

３．２　颗粒百分比的影响
选取颗粒半径为４ｎｍ，颗粒弹性模量为２００ＭＰａ，颗粒

百分比分别为５％、１０％、１５％、２０％、２５％、３０％、４０％，加载
应变取０．４。颗粒百分比与有效弹性模量和有效泊松比的关
系分别如图５和图６所示。

图５　颗粒百分比对有效弹性模量的影响

图６　颗粒百分比对有效泊松比的影响

　　图５显示颗粒百分比的增加使复合材料的有效弹性模
量缓慢增大，其中修正的 ＨａｌｐｉｎＴｓａｉ法增长幅度最大，颗粒
体积比为４０％时，最大的有效弹性模量大约比基体材料增大
８０％，ＨａｌｐｉｎＴｓａｉ得到的结果最小，由该方法算得的最大有
效弹性模量只比基体材料增大５１．５％。不同方法得到的最
大有效弹性模量相差１８．４％。有限元法和应变能法源自最
基本的计算公式，其所用的应力应变直接来自数值模拟，受
网格尺寸、边界条件处理、加载方式的选择等因素的影响，其

结果偏向修正的 ＨａｌｐｉｎＴｓａｉ法；经典 ＭｏｒｉＴａｎａｋａ法在小体
积比时的结果偏小，与 ＨａｌｐｉｎＴｓａｉ法接近，随着颗粒体积比
的增加，越来越与均质化法结果接近，处于几种方法的中间，

均质化法既考虑了颗粒之间的相互影响，也通过统计平均的

方法考虑了不同加载方式的影响，结果比较可靠。图６显示
ＭｏｒｉＴａｎａｋａ法预测的泊松比偏小，与最大泊松比相差
２８３％，其他几种方法的结果变化趋势非常一致，且数值上
也相差不大，说明 ＭｏｒｉＴａｎａｋａ法在泊松比的预测上与其他
方法有较大差异。

３．３　颗粒弹性模量的影响
选取颗粒半径为４ｎｍ，颗粒体积比为１５％，加载应变取

０．４，改变颗粒的弹性模量分别为 ２００ＭＰａ、４００ＭＰａ、６００
ＭＰａ、８００ＭＰａ、１０００ＭＰａ。颗粒弹性模量的变化对复合材料
有效弹性模量和有效泊松比的影响如图７和图８所示。

图７　颗粒弹性模量对有效弹性模量的影响

图８　颗粒弹性模量对有效泊松比的影响

　　从图７可以看出每一种方法都显示复合材料的有效弹
性模量在颗粒弹性模量较小时变化较大。颗粒弹性模量超

过２００ＭＰａ之后，颗粒弹性模量的变化几乎不再影响复合材
料的有效弹性模量，有效弹性模量趋于常数。但不同的方法

弹性模量趋近的值不一样，修正的ＨａｌｐｉｎＴｓａｉ法得到的值最
大，其次是均质化法，有限元法和应变能法结果居中，Ｍｏｒｉ
Ｔａｎａｋａ法得到的结果最小，与最大值相差３０％。图８也显示
颗粒弹性模量小于 ２００ＭＰａ时泊松比才有变化，超过
２００ＭＰａ后就趋近常数，ＭｏｒｉＴａｎａｋａ法的结果最大，几乎接
近橡胶基体的泊松比，较难体现体积比变化的影响，修正的

ＨａｌｐｉｎＴｓａｉ法则先下降然后逐渐趋于稳定，但其数值是所有
结果中最小的。其他几种方法的结果介于两者之间，最大值

与最小值相差１２．２％，有较好的一致性。
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４　结论

本文用六种不同的方法计算了随机颗粒增强橡胶复合

材料的有效弹性模量和有效泊松比，比较所得到的结果及其

相互之间的差异，得出以下结论：

１）颗粒增强橡胶复合材料有效弹性模量随颗粒半径的
增大而逐渐减小并趋于稳定，变化有效泊松比的大小也产生

类似的变化趋势，证明小尺寸颗粒在提高材料的刚度方面作

用更大。

２）颗粒增强橡胶复合材料有效弹性模量随颗粒百分比
增大而增大，说明用小颗粒大体积比的增强相能有效改善材

料的刚度；与其他方法相比，ＭｏｒｉＴａｎａｋａ法预测的有效泊松
比过于偏小。

３）颗粒增强橡胶复合材料有效弹性模量中颗粒弹性模
量的影响只在比较小的情况下较明显，随着颗粒弹性模量的

增大逐渐趋于稳定，但每种方法所得到的值有一定差异；泊

松比与弹性模量的变化趋势相互吻合。

４）用于预测有效力学性能的几种方法中，经典 Ｈａｌｐｉｎ
Ｔｓａｉ和ＭｏｒｉＴａｎａｋａ法在全面体现颗粒特性影响方面有一定
的局限性，有限元法和应变能法的结果容易受单元划分和边

界条件的影响，修正的ＨａｌｐｉｎＴｓａｉ法综合考虑了经典理论与
有限元结合的优势，均质化法通过统计平均克服了有限元计

算中的累积误差，因此修正的ＨａｌｐｉｎＴｓａｉ法和均质化法所得
的结果具有更高的可靠性。
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