
第五章 线性微分方程组 

§5.1  存在唯一性定理 

本节重点：存在唯一性定理及证明方法 
5.1.1 记号和定义 
考察形如 
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的一阶线性微分方程组，其中 ),,2,1,()( njitaij L= 和 ),,2,1()( nitf i L= 在区间

上是连续的. bta ≤≤
方程组（5.1）可写成 

)()( tfXtAX +=′                                              （5.4） 

    一个矩阵或一个在向量在区间 bta ≤≤ 上称为连续的，如果它的每一个元素都是区间

上的连续函数. bta ≤≤

一个 矩阵 或一个 维列向量 在区间nn × )(tB n )(tu bta ≤≤ 上称为可微的，如果它的

每一个元素都在区间 上可微 bta ≤≤

矩阵 或向量 在区间)(tB )(tu bta ≤≤ 上称为可积的，如果它的每一个元素都在区间

上可积. bta ≤≤

定义 1  设 是区间 上的连续)(tA bta ≤≤ nn× 矩阵， 是同一区间 上的

连续 n 维向量. 方程组 

)(tf bta ≤≤

 )()( tfXtAX +=′  

在某区间 βα ≤≤ t （这里 ],[],[ ba⊂βα ）的解就是向量 ，它的导数 在区间 )(tu )(tu′

βα ≤≤ t 上连续且满足 

       .),()()()( βα ≤≤+=′ ttftutAtu  

    考虑 

                                     （5.5） 
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    定义 2  初值问题（5.5）的解就是方程组（5.4）在包含 的区间0t βα ≤≤ t 上的解 ，)(tu



使得 η=)( 0tu . 

例1 验证向量 是初值问题 在区间 ⎥
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+∞<<∞− t 上的解. 
n 阶线性微分方程的初值问题可化为形如（5.5）的线性微分方程组的初值问题. 
令 
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每一个 阶线性微分方程可化为 个一阶线性微分方程构成的方程组，反之却不成立. n n

例如方程组 不能化为一个二阶微分方程. ⎥
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5.1.2 存在唯一性定理 
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定义 矩阵 和 维向量 的范数为 nn × nnijaA ×= ][ n
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性质： 

1） XAAXBAAB ⋅≤⋅≤ , ； 

2） YXYXBABA +≤++≤+ , . 

这里 是 矩阵， 是 维向量. BA, nn× YX , n

向量序列{ } ，称为在区间
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kk bta ≤≤ 上收敛的（一致收敛的），

如果对于每一个 ),,2,1( nii L= ，函数序列{ })(txik 在区间 bta ≤≤ 上收敛的（一致收敛的）.

易知，区间 上的连续向量函数序列bta ≤≤ { })(tX k 的一致收敛极限向量函数仍是连续的. 

向量函数级数 称为在区间∑
∞

=1

)(
k

k tX bta ≤≤ 上收敛的（一致收敛的），如果其部分和



作成的向量函数序列在区间 上是收敛的（一致收敛的）. bta ≤≤
判别函数级数的一致收敛性的维氏判别法对于向量函数级数也是成立的，即，如果 

btaMtX kk ≤≤≤ ,)(  

而级数 是收敛的，则 在区间∑
∞

=1k
kM )(
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tX
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bta ≤≤ 上是一致收敛的. 

积分号下取极限的定理对于向量函数也是成立的，即，如果连续向量函数序列{ }

在区间 上一致收敛的，则 

)(tX k

bta ≤≤

dttXlindttXlin
b

a kk
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a kk ∫∫ ∞→∞→
= )()(  

 矩阵序列 ，其中 ，称为收敛的，如果对一切 ，

数列

nn× { kA } nn
k
ijk aA ×= ][ nji L,2,1, =

{ }k
ija 都是收敛的. 

无穷矩阵级数  LL ++++=∑
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k
k AAAA 21
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称为收敛的，如果它的部分和所成序列是收敛的. 

如果对每一个整数 k ， ,kk MA ≤  而数值级数 是收敛的，则 也是收敛

的. 
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定理 1 （存在唯一性定理）如果 是)(tA nn × 矩阵， 是 列维向量，它们都在区

间 上连续，则对于区间

)(tf n

bta ≤≤ bta ≤≤ 上的任何数 及任一常数 n 维列向量 0t

T
n ),,,( 21 ηηηη L= ，方程组 

 )()( tfXtAX +=′  

存在唯一解 )(tϕ ，定义于整个区间 bta ≤≤ 上，且满足初始条件 ηϕ =)( 0t . 

  推论 1  （即第四章定理 1） 如果 都在区间 上

的连续函数，则对于区间 上的任一数 以及任意的

)(),(,),(),( 21 tftatata nL bta ≤≤

bta ≤≤ 0t nηηη ,,, 21 L ，方程 

)()()()( 1
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1
)( tfxtaxtaxtax nn
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存在唯一解 )(tω ，定义于整个区间 bta ≤≤ 上且满足初始条件 
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§5.2  线性微分方程组的一般理论 
本节重点：线性微分方程组解的结构问题，求解线性微分方程组 
本节难点：求非齐线性微分方程组的常数变易法 

讨论线性微分方程组 

 )()( tfXtAX +=′                                                  （5.14） 

的一般理论，主要是研究它的解的结构问题. 

如果 ，则（5.14）称为非齐线性的. 0)( ≡tf

如果 ，则（5.14）变为0)( ≡tf XtAX )(=′                            （5.15） 

（5.15）称为齐线性的. 把（5.15）称为对应于（5.14）的齐线性微分方程组. 
5.2.1  齐线性微分方程组 

假设矩阵 在区间 上是连续的. 设 和 是（5.15）的任意两个解，)(tA bta ≤≤ )(tu )(tv α

和β 是两个任意常数，可知 vu βα + 也是（5.15）的解. 

定理 2 （叠加原理）如果 和 是（5.15）的解，则它们的线性组合)(tu )(tv vu βα + 也

是（5.15）的解，这里α 和β 是任意常数. 

问题：（5.15）的所有解的集合构成一个线性空间，那么该空间的维数是多少？ 

称定义在区间 上的向量函数  是线性相关的，如果存

在不全为零的常数 ，使得等式 

bta ≤≤ )(,),(),( 21 tXtXtX mL

mccc ,,, 21 L ,0)()()( 2211 =+++ tXctXctXc mmL  

bta ≤≤  成立；否则，称  是线性无关的. )(,),(),( 21 tXtXtX mL

例   
设有 个定义在区间 上的向量函数 n bta ≤≤
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由这 个向量函数构成的行列式 n
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称为这些向量函数的朗斯基行列式. 

定理 3  如果向量函数 在区间)(,),(),( 21 tXtXtX nL bta ≤≤ 上线性相关，则它们的

朗斯基行列式 0)( =tW )( bta ≤≤ . 

定理 4  如果（5.15）的解 线性无关，那么它们的朗斯基行列

式

)(,),(),( 21 tXtXtX nL

0)( ≠tW )( bta ≤≤ . 

由定理 3、4 可知，由（5.15）的 个解作成的 的朗斯基行列式

，或者恒等于零，或者恒不等于零. 

n )(,),(),( 21 tXtXtX nL

)(tW

定理 5  （5.15）一定存在 个线性无关解 . n )(,),(),( 21 tXtXtX nL

定理 6  如果 是（5.15）的 个线性无关解，则（5.15）的任一

解 均可表示为 

)(,),(),( 21 tXtXtX nL n

)(tX

   )()()()( 2211 tXctXctXctX nn+++= L ， 

这里 是相应的确定常数. nccc ,,, 21 L

推论 1  （5.15）的线性无关解的最大个数等于 n . 

称（5.15）的n 个线性无关的解 为（5.15）的一个基本解组. )(,),(),( 21 tXtXtX nL

由定理 5、6 可知，（5.15）的解空间的维数是 n . 
结论：（5.15）所有解的集合构成一个 维线性空间. n
由定理 6 可直接得到 

推论 2  如果 是 阶微分方程 )(,),(),( 21 txtxtx nL n

                                      （5.21） 0)()( )1(
1

)( =+++ − xtaxtax n
nn L

的 个线性无关的解，其中 是区间n )(,),(),( 21 tatata nL bta ≤≤ 上的连续函数，则（5.21）

的任一解 均可表示为 )(tx

      )()()()( 2211 txctxctxctx nn+++= L ， 



这里 是相应的确定常数. nccc ,,, 21 L

如果一个 矩阵的每一列都是（5.15）的解，称这个矩阵为（5.15）的解矩阵. 它的

列在 上是线性无关的解矩阵称为在

nn ×

bta ≤≤ bta ≤≤ 上（5.15）的基解矩阵. 用 )(tφ 表示

由（5.15）的 个线性无关的解n ),(,),(),( 21 ttt nϕϕϕ L 作为列构成的基解矩阵. 

定理 1  （5.15）一定存在一个基解矩阵
∗ )(tφ . 如果 )(tψ 是（5.15）的任一解，那么 

  Ctt )()( φψ =                                                        （5.22） 

这里C 是确定的 维常数列向量. n

定理 2   （5.15）的一个解矩阵
∗ )(tφ 是基解矩阵的充要条件是 )(0)(det btat ≤≤≠φ . 

而且，如果对某一个 ，],[0 bax ∈ 0)(det 0 ≠tφ ，则 )(0)(det btat ≤≤≠φ .  

注意，行列式等于零的矩阵的列向量未必是线性相关的. 
例 

推论 1  如果
∗ )(tφ 是（5.15）在区间 bta ≤≤ 上的基解矩阵，C 是非奇异 常数

阵，那么

nn ×

Ct)(φ 也是（5.15）在区间 bta ≤≤ 上的基解矩阵. 

推论 2  如果
∗ )(tφ ， )(tψ 在区间 bta ≤≤ 上是 )()()( tXtAtX =′ 的两个基解矩阵，

那么，存在一个非奇异 常数阵 ，使得在区间nn × C bta ≤≤ 上 Ctt )()( φψ ≡ . 
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5.2.2 非齐次线性微分方程组 

   讨论非齐次线性微分方程组 

)()( tfXtAX +=′                                                  （5.14） 

的解的结构问题，这里 是区间)(tA bta ≤≤ 上的已知 nn × 连续矩阵， 是区间

上的已知 n 维连续列向量. 

)(tf

bta ≤≤

性质 1  如果 )(tϕ 是（5.14）的解， )(tψ 是（5.14）对应的齐次线性微分方程组（5.15）

的解. 则 )()( tt ψϕ + 是（5.14）的解. 

性质 2  如果 )(~ tϕ 和 )(tϕ 是（5.14）的两个解，则 )(~ tϕ )(tϕ− 是（5.15）的解. 

定理 7  设 )(tφ 是（5.15）的基解矩阵， )(tϕ 是（5.14）的某一解，则（5.14）的任一

解 )(tϕ 都可表示为 



  )()()( tctt ϕφϕ +=                                                  （5.23） 

这里 c 是确定的常数列向量.  
常数变易法 

如果 是常数列向量，则c ctt )()( φϕ = 是（5.15）的解，它不是是（5.14）的解. 因此将

变易为 t 的向量函数，而试图寻求（5.14）的形如 c

  )()()( tctt φϕ =                                                      （5.24） 

的解. 这里 是待定的向量函数. )(tc

定理 8  如果 )(tφ 是（5.15）的基解矩阵，则向量函数 
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1
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battdssfstt
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t
∈= ∫ −φφϕ

是（5.14）的解，且满足初始条件 

        0)( 0 =tϕ . 

    （5.14）的满足初始条件 ηϕ =)( 0t 的解 )(tϕ 由下面公式给出 

                                （5.27） ∫ −− +=
t

t
dssfstttt

0

,)()()()()()( 1
0

1 φφηφφϕ

这里 是（5.15）的满足初始条件 ηφφϕ )()()( 0
1 ttth
−≡ ηϕ =)( 0th  

的解. 公式（5.26）或（5.27）称为非齐线性微分方程组（5.14）的常数变易公式. 
例 2  试求初值问题 
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的解. 

推 论 3  如 果 是 区 间)(),(,),(),( 21 tftatata nL bta ≤≤ 上 的 连 续 函 数 ，

是区间)(,),(),( 21 txtxtx nL bta ≤≤ 上齐次线性微分方程 

                                      （5.21） 0)()( )1(
1

)( =+++ − xtaxtax n
nn L

基本解组，那么非齐次线性微分方程 

                                       （5.28） )()()( )1(
1

)( tfxtaxtax n
nn =+++ − L

的满足初始条件 

        ],[0)(,,0)(,0)( 00
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00 batttt n ∈==′= −ϕϕϕ L

的解由下面公式给出 
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ϕ                  （5.29） 

这 里 是 的 朗 斯 基 行 列 式 ， 

是在 中的第 列代以

后得到行列式，而且（5.28）的任一解 都具有形式 

)](,),(),([ 21 sxsxsxW nL )(,),(),( 21 sxsxsx nL

)](,),(),([ 21 sxsxsxW nk L )](,),(),([ 21 sxsxsxW nL k T)1,0,,0,0( L

)(tu

       )()()()()( 2211 ttxctxctxctu nn ϕ++++= L                           （5.30） 

这里 是适当选取的常数. nccc ,,, 21 L

公式（5.29）称为（5.28）的常数变易公式. 
这时（5.28）的通解可以表示为 

  )()()()()( 2211 ttxctxctxctx nn ϕ++++= L  

其中 是任意常数. 它包含了方程（5.28）的所有解.（第 4 章定理 7 的结论） nccc ,,, 21 L

例 3  试求方程 

       ttgxx =+′′

的一个解.  
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§5.3  常系数线性微分方程组 
本节讨论常系数线性微分方程组 
  AXX =′                                                           （5.33） 

的基解矩阵的结构，这里 A是 常数矩阵. nn ×

5.3.1 矩阵指数 的定义和性质 Aexp

如果 A是一个 常数矩阵，定义矩阵指数 为下面的矩阵级数的和 nn × Aexp

      Aexp LL +++++== ∑
∞

= !!2!

2

0 m
AAAE

k
A m

k

k

                          （5.34） 

其中 E 为 阶单位矩阵，n mA 是矩阵 A的 次幂. 规定 . 这个级数对于所有

的

m 1!0,0 == EA

A都是收敛的，因而， 是一个确定的矩阵. Aexp

矩阵指数 的性质. Aexp



1 如果矩阵 可交换的，即BA, BAAB = ，则 

  BABA expexp)exp( =+                                            （5.36） 

2  对于任何矩阵 A， 存在，且 1)(exp −A

                                                      （5.39） 1)(exp −A )exp( A−=

3 如果T 是非奇异矩阵，则 

                                           （5.40） TATATT )(exp)exp( 11 −− =

定理 9  矩阵 

  Att exp)( =φ                                                        （5.41） 

是（5.33）的基解矩阵，且 E=)0(φ . 

例1 如果 A是一个对角形矩阵 

      （其中未写出的元素均为零） 
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例2 试求 的基解矩阵. XX ⎥
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5.3.2 基解矩阵的计算公式 

为了计算（5.33）的基解矩阵 ，引进矩阵的特征值和特征向量的概念. Atexp

定义  假设 A是一个 常数矩阵，使得关于u 的线性代数方程组 nn×

 0)( =− uAEλ                                                       （5.45） 

具有非零解的常数λ称为 A的一个特征值. （5.45）的对应于任一特征值λ的非零解u 称为

A的对应于特征值λ的特征向量. 
n 次多项式 

  )det()( AEp −≡ λλ  

称为 A的特征多项式， 次代数方程 n

      0)( =λp                                                           （5.46） 

称为 A的特征方程. 也称它为（5.33）的特征方程. 

    是方程（5.33）的解，当且仅当ce tλ λ是 A的特征值，且 c 是对应于λ的特征向量. A

的特征值就是特征方程（5.46）的根. 因为 次代数方程有 个根，所以n n A有 个特征值，n



当然不一定 个都互不相同. 如果n 0λλ = 是特征方程的单根，则称 0λ 是简单特征根. 如果

0λλ = 是特征方程的 重根（即k )(λp 具有因子 ，而没有因子 ），则称
k)( 0λλ − 1

0 )( +− kλλ

0λ 是 k 重特征根. 

例3 试求矩阵 
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的特征值和对应的特征向量. 
例4 试求矩阵 
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A

的特征值和对应的特征向量. 

定理 10  如果矩阵 A具有 个线性无关的特征向量 ，它们对应的特征值分

别是

n nvvv ,,, 21 L

nλλλ ,,2 L,1 （不必各不相同），那么矩阵 

       +∞<<∞−= tvevevet n
ttt n ],,,,[)( 21

21 λλλφ L

是常系数线性微分方程组 
      AXX =′                                                           （5.33） 
的一个基解矩阵. 

例 5  试求方程组 

  AXX =′ ，其中  ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−

=
35
53

A

的一个基解矩阵. 

一般来说，定理 10 中的 )(tφ 不一定就是 . 但它们都是（5.33）的基解矩阵，所

以存在一个非奇异的常数阵C ，使得 

Atexp

   CtAt )(exp φ= . 

在上式中，令 ，得到 . 因此 0=t )0(1−= φC

                                                       （5.47） )0()(exp 1−= φφ tAt

根据公式（5.47）， 的计算问题相当于方程组（5.33）的任一基解矩阵的计算问

题. 

Atexp

附注 1  如果 A是实的，那么 也是实的. 因此，当Atexp A是实时，公式（5.47）给出



一个构造实的基解矩阵的方法. 

例6  试求例 5 的实基解矩阵（或计算 ）. Atexp

当 A只有一个特征值时，由 的定义，得到 Atexp

       i
n

i

i
tt EA

i
tetEAeAt )(
!

)exp(exp
1

0

λλ λλ −=−= ∑
−

=

                       （5.53） 

例7 如果 A是例 4 的矩阵，试解初值问题 AXX =′ ， ηφ =)0( ，并求 . Atexp

例8   如果 

 ，试求 . 

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−
−

−
−

−

=

40000
04000
00400
00140
00014

A Atexp

例9 考虑方程组 

     
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

+−=′
+=′

+−=′

3213

312

3211

2
2
3

xxxx
xxx

xxxx

这里系数矩阵 

         

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−

−
=

211
102
113

A

试求满足初值条件 ηϕ =)0( 的解 )(tϕ ，并求 . Atexp

定理 11  给定常系数线性微分方程组 
  AXX =′                                                           （5.33） 

那么，1）如果 A的特征值的实部都是负的，则（5.33）的任一解当 时都趋于零. ∞→t
2）如果 A的特征值的实部都是非正的，且实部为零的特征值都是简单特征值，则（5.33）

的任一解当 时都保持有界. ∞→t
3）如果 A的特征值至少有一个具有正实部，则（5.33）至少有一个解当 时趋于

无穷. 
∞→t

附注 2  利用约当标准型计算基解矩阵. （见第 236 页） 

附注 3  计算基解矩阵 的另一种方法 Atexp

非齐次线性微分方程组 

                                                      （5.60） )(tfAXX +=′

的常数变易公式为 



∫ −+−=
t

t
dssfAstAttt

0

)(])exp[(])exp[()( 0 ηϕ .                         （5.61） 

例10 设 

   . ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
=⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−

=
−

0
)(,

35
53 te

tfA

试求方程 )(tfAXX +=′ 满足初值条件 的⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
=

1
0

)0(ϕ )(tϕ . 

5.3.3 拉普拉斯变换的应用（略，第 240 页） 
 

习题 5.3  1；2；3（1），（3）；4（1），（3）；5（1），（3）；6（1），（3）；7；
8（1），（3）；10（1），（3）；11. 

 

 


