
第二章 极限与连续 
 

1.“数列极限 lim nn
x a

→∞
= 表示 n 充分大后， nx 越来越接近于a ”，这种结论对吗？ 

答：这种说法不妥。因 lim nn
x a

→∞
= 表示当 n 无限增大时， nx a− 趋于零。而“ nx 越来越接

近于a ”一般理解为 nx a− 单调减少，单调减少不一定趋于零，而 nx a− 趋于零也不要求

nx a− 单调减少。 

 

2.如何证明数列{ }nx 发散。 

答：证明数列{ }nx 发散，通常可采用以下两种方法。 

( )1  由极限的唯一性可知若能找到{ }nx 的两个有不同极限的子列，则{ }nx 是发散的。 

( )2  若能找出{ }nx 的一个发散子列，则{ }nx 发散。 

 

3.在定义极限 ( )
0

lim
x x

f x A
→

= 时，为何要限定 00 x x δ< − < ，将此改成 0x x δ− < 是否可

以？ 

答：不可以。 0x x→ 表示是 x 越来越接近 0x 的一个变化趋势，但 x 永远不到 0x 。因此极限

( )
0

lim
x x

f x
→

与 ( )f x 在 0x 这点函数取值的情况毫不相干，甚至可以在 0x 没有定义。而

“ 0x x δ− < ”包含了 0x x= 。因此与极限概念是有差别的。 

 

4.数列极限与函数极限有什么关系？有些什么应用？ 

答：由归结原理， ( )
0

lim
x x

f x A
→

= ⇔ 任意趋于 0x 的数列 { } ( )0n nx x x≠ ， 0lim
n

x
→∞

= , 有

( )lim nn
f x A

→∞
= 。一般可有下列应用（在归结原理中将 0x 改成∞也同样成立。在应用中同

样如此）。 

( )1  证明极限 ( )
0

lim
x x

f x
→

不存在，只需找一数列{ } ( )0n nx x x n→ →∞ 且 0nx x≠ ，数列

( ){ }nf x 发 散 ； 或 找 出 两 个 数 列 { }nx 和 { }nx′  

( )0 0 0 0, . ,n n n nx x x x n x x x x′ ′→ → →∞ ≠ ≠  ，数列 ( ){ }nf x 和 ( ){ }nf x′ 有不同的极限。 



( )2  为求极限 ( )
0

lim
x x

f x
→

，可先找一数列 { }nx ， ( )0 0,n nx x n x x→ →∞ ≠ 。求出

( )lim nn
f x A

→∞
= ，然后证明 ( )

0

lim
x x

f x A
→

= ，本教材中证重要极限
1lim 1

x

x
e

x→∞

 + = 
 

用的就是

这种方法。 

( )3  为求极限 ( )lim
n

f n
→∞

，若能求得 ( )lim
x

f x A
→+∞

= 即可得 ( )lim
n

f n A
→∞

= 。 

 

5.使用极限四则运算法则时应注意什么问题？ 

答：要注意满足四则运算法则成立的前提条件。例如以下计算过程就不正确。 

( ) ( )
( )

1 lim 1 lim 1 lim 0

1 12 lim sin lim lim sin 0

n n n

n n n

n n n n

n n
n n

→∞ →∞ →∞

→∞ →∞ →∞

+ − = + − = ∞ −∞ =

= =
 

这 两 题 都 违 反 了 四 则 运 算 法 则 中 要 求 极 限 必 须 存 在 的 条 件 。 这 里

lim 1, lim , lim sin
n n n

n n n
→∞ →∞ →∞

+ 都不存在。  

( ) 1 1 1 1 1 13 lim lim lim lim 0
1 2 1 2n n n nn n n n n n n n→∞ →∞ →∞ →∞

 + + + = + + + = + + + + + + 
   

这题中相加后项有n 个，而n →∞，所以不能看作是有限个数列之和，因此其过程不对。 

 

6.在条件 ( ) ( )
0 0

0lim , lim
x x u u

g x u f u A
→ →

= = 之下，能否推出 

( ) ( )
0 0

lim lim
x x u u

f g x f u A
→ →

= =   ？ 

答：不一定。例 设 ( ) ( ) ( )
0, 01sin 0 .
1, 0

u
u g x x x f u

ux
=

= = ≠ =  ≠
 

则 ( ) ( )
0 0 0

1lim lim sin 0, lim 1
x x u

g x x f u
x→ → →

= = =  

但 ( ) ( )
10

1, 2,
11

x
nf g x n

x
n

π

π

 == = ± ±   
 ≠


  

显然 ( )
0

lim
x

f g x
→

  不存在。 

若在条件中再加上“ 0x x≠ 时， ( ) 0g x u≠ ”这时就有 ( )
0

lim
x x

f g x A
→

=   。 

 

7.在求用递推公式给出的数列极限时，可不可以直接在递推公式两端取极限而求得其极限？

例如教材中例 2.1.12 1 2n nx x+ = + 。设{ }nx 极限为a ，两边取极限得 2a a= + ，可解



得 2a = ，而不是去验证{ }nx 的收敛性？ 

答：在求此类级数极限时先验证{ }nx 的收敛性是必不可少的。因若级数{ }nx 发散，则 lim nn
x

→∞

就不表示一个数。在递推公式两端取极限就失去了依据，由此得到的等式就更没有了意义。 

例设 1 11, n nx x x+= = − ，显然 lim nn
x

→∞
不存在。但若设其极限为 a ，两边取极限后可得

0a a a= − ⇒ =  于是得到错误结果。 

 

8.无穷大量与无界变量有何差别？ 

答：无穷大量的定义是：变量在某变化趋势中，对任意大的 0M > ，存在某时刻，在此时

刻之后，变量值的绝对值大于M 。这里要求变量值的绝对值在此时刻后永远大于M 。 

而无界变量不在某特定变化趋势中考察变量。对于任意大的 0M > ，只要有一个变量

值的绝对值大于M ，此变量就是无界变量。 

 

9.在求极限时，能否对分子或分母中某个加项作等价无穷小代换？ 

答：不可以。由教材定理 2.3.4知，作等价无穷小代换时，必须将分子或分母的整体分别换

成它们各自的等价无穷小。如果分子（或分母）为若干因子的乘积，则对其中一个或若干个

无穷小的因子作等价无穷小代换，亦可得证所得的新分子（或新分母）的整体与原来分子（或

分母）的整体是等价无穷小。 

但对分子（或分母）中某个加项作等价无穷小代换，就不能保证代换后的新分子（新分

母）与原来分子（或分母）是等价无穷小。教材中的例 2.3.5的（3）可以说明这一问题。 

 

10.关于初等函数连续性的结论，为什么表述成“初等函数在其定义区间内都是连续的”而

不是说成是“初等函数在其定义域内都是连续的”？ 

答：由连续函数的运算法则可知，如果 0x  在初等函数 ( )f x 的某个定义区间内，则 ( )f x 在

该点必连续。因此初等函数在其定义区间内是连续的。 

但定义函数在一点处连续的前提条件是函数在该点的某个邻域内有定义。例如，初等函

数 ( ) ( )1f x x x x= + − ，它的定义域 [ ) { }1, 0D = +∞  ，在 0x = 处就无法定义其连续

性，因此我们不能说 ( )f x 在其定义域 D 上连续，只能说 ( )f x 在其定义区间[ )1, +∞ 上是

连续的。 

 

11.关于闭区间上连续函数性质定理，若将其条件中闭区间改为无穷区间，那么相应的结论

还能成立吗？ 

答：一般来说，对于无穷区间这些性质就不一定成立了。例 ( )f x x= 在 ( ),−∞ +∞ 上连续，

它在该区间既无上界又无下界，也没最大值和最小值。但若适当增加些条件，则还能使这些

性质成立，例： 

( )1  对有界性定理，可以这样增加条件： 

设 ( )f x 在 ( ),−∞ +∞ 上连续，且 ( ) ( )lim , lim
x x

f x f x
→+∞ →−∞

存在，则 ( )f x 在 ( ),−∞ +∞ 上有



界。 

( )2  对最大、最小值定理，可以这样增加条件： 

设 ( )f x 在 ( ),−∞ +∞ 上连续， ( ) ( )lim , lim
x x

f x f x
→+∞ →−∞

存在，且存在 ( ), ,a b f a 大于

( )lim
x

f x
→+∞

和 ( )lim
x

f x
→−∞

， ( )f b 小于 ( )lim
x

f x
→+∞

和 ( )lim
x

f x
→−∞

，则 ( )f x 在 ( ),−∞ +∞ 上必

取得最大值和最小值。 

( )3  对于根的存在定义，可以将条件改为： 

设 ( )f x 在 ( ),−∞ +∞ 上连续， ( ) ( )lim , lim
x x

f x f x
→+∞ →−∞

存在且异号，则 ( )f x 在 ( ),−∞ +∞

内必存在零点。 

 


