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动力学与控制

三类随机系统广义概率密度演化方程的解析解
1)

蒋仲铭 2) 李 杰 3)

(同济大学土木工程学院建筑工程系,上海 200092)

摘要 近年来逐步发展的概率密度演化方法理论为随机动力系统的分析与控制研究提供了新的途径. 过去若干

年来，已经发展了一系列数值方法如有限差分法、无网格法用于求解广义概率密度演化方程. 但是，针对典型

随机系统，关于这一方程解析解尚比较缺乏. 本文以李群方法为工具，研究给出了 Van der Pol振子、Riccati方

程和 Helmholtz振子 3类典型随机非线性系统的广义概率密度演化方程解析解.这些结果，不仅可以作为检验

求解广义概率密度演化方程的数值方法结果正确性的判别依据，也为概率密度演化理论的进一步深入研究提供

了若干分析实例.
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ANALYTICAL SOLUTIONS OF THE GENERALIZED PROBABILITY DENSITY

EVOLUTION EQUATION OF THREE CLASSES STOCHASTIC SYSTEMS 1)

Jiang Zhongming2) Li Jie3)

(School of Civil Engineering，Tongji University，Shanghai200092，China)

Abstract As a gradually improving and developed method, generalized probability density evolution equation (GDEE)

provides a new methodology for the analysis and control of stochastic dynamic system. A variety of numerical meth-

ods such as finite difference method and meshfree method were introduced to solve the generalized probability density

evolution equation. However, the analytical solution of the GDEE corresponding to typical stochastic systems is scarce

relatively. In this paper, the explicit solutions of the GDEE corresponding to three classes of nonlinear stochastic sys-

tems including Van der Pol oscillator, Riccati system, and Helmholtz oscillator with random parameters are studied by

using Lie group method. The results not only can be the benchmark of numerical methods, but also can provide more

information for the further research.
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引 言

随机性作为一种客观实在,普遍存在于各种物

理和力学系统之中.对于随机动力系统的分析，是现

代力学研究的一个重要分支. 如何处理多维复杂非

线性随机动力系统，是研究中的热点问题.
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近年来，李杰、陈建兵从概率守恒的基本原理出

发，发展了概率密度演化分析理论，建立了广义概率

密度演化方程 (GDEE)，为复杂非线性随机动力系统

的分析提供了一条可行的途径 [1-5]. 已有的工作证

明, 这一新的分析理论在线性与非线性系统的随机

动力反应分析 [6]、结构动力可靠度计算 [7-8]、结构随

机最优控制 [9] 等方面均可获得高效、准确的分析结

果.

经过十余年的研究，已逐步形成了一套完整的

基于概率空间剖分和有限差分方法的广义概率密度

演化方程数值求解理论体系 [10-11]. 在这一背景下，

为了将这一分析理论推广到更为一般的随机动力系

统，使之适用于更为广泛的物理系统乃至化学、生物

系统，就有必要继续深入地研究广义概率密度演化

方程的解析解，从而为更加广阔的研究奠定基础.为

此，本文试图对一些典型的随机动力系统，采用李群

分析方法，得出若干典型随机物理系统的概率密度

解析解，为进一步发展随机动力系统分析方法提供

统一的校核标准和依据.

1 广义概率密度演化方程

不失一般性，考察随机动力系统

Ẋ = G(X,Θ, t) , Ẋ(t0) = x0 (1)

式中，X = (X1,X2, · · · ,Xn)T，n是物理系统的维数；

G(·)为一般非线性系统，Θ = (Θ1, Θ2, · · · , Θs)T，其联

合概率密度函数为 pΘ(θ)，s是系统中随机变量的总

个数；x0 = (x1, x2, · · · , xn)T是系统的初始条件.

通常，对于适定的动力学系统，方程 (1)的解答

存在、唯一且连续地依赖于初始条件.即对于给定的

初始条件，式 (1)的解可以写为

X = H(Θ, t) (2)

在实际问题中，所关心的物理量可能是 X和 Ẋ

的函数.一般地，它们可以表达为

Z = HZ(Θ, t) (3)

其时间变化率为

Ż =
∂HZ(Θ, t)

∂t
= hZ(Θ, t) (4)

对于保守的随机动力系统，由概率守恒原理可

得 [3]

D
Dt

∫

Ωt×ΩΘ

pZΘ(z, θ, t)dzdθ = 0 (5)

式中 pZΘ(z, θ, t) 是 (Z(t),Θ) 的联合概率密度函数，

Ωt × ΩΘ表示在初始时刻区域 Ωt0 × ΩΘ经时间 t后所

到达的区域.

由式 (5)可导出如下广义概率密度演化方程 [1,3]

∂pZΘ(z, θ, t)
∂t

+

m∑

j=1

Ż j(θ, t)
∂pZΘ(z, θ, t)

∂zj
= 0 (6)

其初始条件为

pZΘ(z, θ, t0) = δ(z− HZ(θ, t0))pΘ(θ) (7)

对于由式 (6)和式 (7)组成的偏微分方程，可以

采用特征线法将其转换为沿着特征线的常微分方程

求解 [12].即有

pZΘ(z, θ, t0) = δ(z− HZ(θ, t0)) · pΘ(θ) (8)

对式 (8)关于随机变量积分，即可得 Z 的概率密度

函数

pZΘ(z, t) =

∫

ΩΘ

δ(z− HZ(θ, t)) · pΘ(θ)dθ (9)

结合复合 Dirac函数的转化法则和 Dirac函数的

筛选性质 [13]，式 (9)可进一步转化为

pZΘ(z, t) =

Nsol∑

i=1

|J |−1 pΘ(θ̃ j(z, t)) (10)

式中，J 为雅克比矩阵，θ̃ j(z, t)为 z− HZ(θ, t) = 0的

根轨迹，Nsol为 z−HZ(θ, t) = 0的根轨迹个数，ΩΘi 为

ΩΘ区域中对应于 i的不同积分域.

2 求解非线性系统解析解的李群方法

显然，根据式 (10)，求解广义概率密度演化方程

解析解的一个重要基础是首先求取对应物理系统的

解析解.

对于非线性微分方程的解析求解，自 19世纪

30年代泊松 (Poisson)提出摄动法的基本思想以来，

已取得了一系列卓有成效的进展，先后提出了平均

法 [14]、KBM 法 [15]、多尺度法 [16]等求解方法 [17].然

而，上述方法均将非线性因素作为对线性系统的一

种摄动，从而在线性系统解的基础上求得非线性系

统的近似解.因此，其研究对象多局限于非线性项为

小量的弱非线性系统，属于近似解析方法.

李群方法 (Lie group method)是现代非线性微分

方程研究的核心.大量的证据表明，群理论是求解非
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线性微分方程解析解的通用和有效的方法 [18]. 根据

李群理论，只要常微分方程接受一个李群，则该方程

便可通过坐标变换降低一阶，甚至将非线性微分方

程变换为线性微分方程，从而求得其解析解.使用李

群方法求解非线性微分方程可遵循下列步骤 [19].

(1)寻找方程的无穷小生成元

以计算二阶方程

y′′ = f (x, y, y′) (11)

的无穷小生成元为例. 方程 (11)所容许的无穷小生

成元

X = ξ(x, y)
∂

∂x
+ η(x, y)

∂

∂y
(12)

可以从下列称为决定方程的方程得到

X(y′′ − f (x, y, y′))|y′′= f ≡

(ζ2 − ζ1 fy′ − ξ fx − η fy)|y′′= f = 0 (13)

式中符号 |y′′= f 是指 y′′在对应的表达式中被方程 (11)

的右边取代，而式中 ζ1和 ζ2则由延拓方程决定

ζ1 = Dx(η) − y′Dx(ξ) =

ηx + (ηy − ξx)y′ − ξyy′2

ζ2 = Dx(ζ1) − y′′Dx(ξ) =

ηxx + (2ηxy − ξxx)y′ + (ηyy − 2ξxy)y′2−

ξyyy′3 + (ηy − 2ξx − 3ξyy′)y′′



(14)

将式 (14)代入决定方程 (13)中，得到

ηxx + (2ηxy − ξxx)y′ + (ηyy − 2ξxy)y′2−

ξyyy′3 − ξ fx − η fy + (ηy − 2ξx − 3ξyy′) f−

[ηx + (ηy − ξx)y′ − y′2ξy] fy′ = 0 (15)

上式包含所有 3个变量 x，y和 y′，但是 y′并不出现

在 ξ和 η中.因此，决定方程 (15)可以分解成几个方

程从而转换为对未知函数 ξ和 η的超静定微分方程

组. 求解这个方程组即可得到方程 (11)的所有无穷

小生成元.

(2)将无穷小生成元转换为典型变量

对方程所容许的无穷小生成元

X i = ξi(x, y)
∂

∂x
+ ηi(x, y)

∂

∂y
(16)

使用李括号进行计算，将结果代入 4种标准形式组

成的表格中进行匹配，可判断其所属类型.将无穷小

生成元代入所属类型下的方程组，可解得典型变量

t = t(x, y) , u = u(x, y) (17)

(3)根据典型变量求解非线性方程

根据典型变量 (17)对原方程 (11)进行变量替换

使其转化为可积形式

d2u
dt2

= g(t)
du
dt

(18)

求解方程 (18)，将求得的解通过典型变量 (17)

返回原始变量取得到原方程的解.

以下，将利用李群方法和广义概率密度演化方

程的特征线解 (10)，求取若干典型随机动力系统的

解析解.

3 Van der Pol振子

3.1 物理系统解

Van der Pol振子是非线性系统的经典模型之一.

它起源于范德波尔对电子电路中三极管的振荡效应

的研究 [20].这一模型在物理学、生物学、神经学甚至

经济学中都有着广泛的应用 [21-23].考虑一维 Van der

Pol方程

ẍ + x + θx2ẋ = 0 (19)

假定系统的非线性阻尼 θ 是一个相对小量，对

上式进行对称性分析 [24]，可知其存在 2个对称群

X1 =
∂

∂t
, X2 = x

∂

∂x
− 2θ

∂

∂θ
(20)

由

[X1,X2] = 0 (21)

可知，算子 X1,X2提供了一个二维李代数 L2的基，

且此李代数属于类型 I [17].因此，可用于式 (19)的解

析求解.

首先，将对称群 X1 =
∂

∂t
的典型变量

x′ = y(x) (22)

分别代入式 (19)和式 (20)，可得

y′ +
x
y

+ θx2 = 0 (23)

X2 = x
∂

∂x
+ y

∂

∂y
− 2θ

∂

∂θ
(24)

由于 θ是一个相对小量，可由求解类型 I的近似

方程 [24]

X2τ(x, y, θ) ≈ 0 , X2z(x, y, θ) ≈ 1 (25)
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得到对称群 (24)的典型变量

τ =
x
y
, z = ln x (26)

将式 (26)代入式 (23)，可得

z′ =
1

τ + τ3
− θ τ2

(τ + τ3)
e2z (27)

当 θ = 0时，上式的解为 z = ln
C1τ√
1 + τ2

. 因此，可假

设式 (27)的解的形式为

z≈ ln
C1τ√
1 + τ2

+ θw(τ) (28)

将式 (28)代入式 (27)中，可得

w′ = − C2
1τ

2

(1 + τ2)3
(29)

对上式使用分离变量法求解，可得

w = C2
1

(
τ

4(1+ τ2)2
− τ

8(1+ τ2)
− 1

8
arctanτ

)
(30)

将其返回原始变量，可得一阶微分方程

ẋ =

√
C2

1 − x2 − θ
(
x3

4
− x

8
C2

1+

C4
1

8
√

C2
1 − x2

arctan
x√

C2
1 − x2

)
(31)

采用与式 (27)同样的方法对其求解，最终得到

x ≈ C1 sin(t + C2)−

θ


C3

1

8
cos3(t + C2) +

C3
1

8
t sin3(t + C2)

 (32)

式中 C1为任意常数.

3.2 概率密度解

令 θ为随机参数，其概率密度函数为 pΘ(θ)，初

始条件为 x|t=0 = 1, ẋ|t=0 = 0.将其代入式 (32)可得

x ≈ cost − 1
8

tθ cos3 t +
1
8
θ sin3 t (33)

将式 (33)代入式 (10)中，可得位移的概率密度函数

为

pXΘ(x, t) =

(
pΘ

8 (cost − x)

t cos3 t − sin3 t

)/

∣∣∣∣∣∣−
1
8

t cos3 t +
sin3 t

8

∣∣∣∣∣∣ (34)

同理可得速度的概率密度函数为

pXΘ(ẋ, t) =

(
pΘ

8sect (x + sint)

− cos2 t + 3t cost sint + 3 sin2 t

)/

∣∣∣∣∣−
1
8

cos3 t +
3
8

t cos2 t sint +
3
8

cost sin2 t
∣∣∣∣∣ (35)

图 1和图 2分别给出了当 θ分别服从对数正态

分布

pΘ(θ) =
e−

1
2(ln θ)2

√
2πθ

和 pΘ(θ) =
e−

1
2(1+ln θ)2

√
2πθ

时，典型时刻

的响应的概率密度函数.由这些结果，可以清晰看到

系统响应的随机跃迁和概率密度的变化.

图 1 θ服从第 1个对数正态分布时 Van der Pol方程概率密度解

Fig. 1 PDFs of Van der Pol oscillator whenθ is lognormally distributed

图 2 θ服从第 2个对数正态分布时 Van der Pol方程概率密度解

Fig. 2 PDFs of Van der Pol oscillator whenθ is lognormally distributed

KL 散度 (Kullback–Leibler divergence)，又称相对

熵 (relative entropy)，是描述两个概率分布 P和 Q差

异的一种指标.为验证解析结果的正确性，表 1计算

了 Van der Pol振子响应概率密度的解析解与 10 000

次 Monte Carlo模拟的数值结果的相对熵，如表 1所

示.
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表 1 Van der Pol振子解析解与数值解的相对熵

Table 1 K-L distance between and numerical solution for Van

der Pol oscillator

t = 3 t = 6 t = 9

lognormal distribution 1 0.057 170 6 0.079 320 1 0.071 168 6

lognormal distribution 2 0.007 047 19 0.004 251 7 0.006 924 36

需要提醒的是，由于在前面推导中假定了非线

性项为一个相对小量.因此，在 θ的变异性较小时解

的精度较高.表 1的结果也验证了这一结论.

4 Riccati方程

4.1 物理系统解

作为控制理论中的重要方程，Riccati方程涉及

了线性二次调节器问题、Kalman滤波、H−∞控制、
完全最小二乘问题、两点边值问题以及模型简化等

诸多问题 [25-26].

考虑一维 Riccati方程

ẋ = a(t)x2 + b(t)x + c(t) , a(t) , 0 (36)

并采用非局部李群方法对式 (36)求解.

首先，式 (36)可由对称群 X1 = y
∂

∂y
的典型变量

t = τ , x = − 1
a(t)

y′

y
(37)

转换为二阶线性齐次常微分方程

ÿ−
(
a′(τ)
a(τ)

+ b(τ)

)
ẏ + c(τ)a(τ)y = 0 (38)

对式 (38)进行对称性分析 [27]，可得式 (38)的另

一个对称群为 X2 = h(τ)
∂

∂y
，其中 h是式 (38)的一个

群.

进一步计算可得

[−X1,X2] = X2 (39)

式中 [·]表示李括号算符 [17].

由式 (39)可知，算子 X1,X2提供了一个二维李

代数 L2的基，即 L2是一个由 X1,X2生成的李群.而

式 (38)可通过对称群 X1 化简为 Riccati方程 (36)，

此时生成元 X2即为式 (36)的非局部对称群

X̃2 = exp

( ∫
a(t) · xdt

)(
x · h(t) +

h′(t)
a(t)

)
∂

∂x
(40)

由于

X1 = [y/h(τ)]X2 (41)

根据非局部对称理论 [28]，存在变换

T = t , X = −a(t)x− h′(t)
h(t)

(42)

将式 (42)代入式 (36)，可得到如下 Bernoulli方程

dX
dT

=

(
b(T) +

a′(T)
a(T)

− 2
h′(T)
h(T)

)
X − X2 (43)

对一阶 Bernoulli方程的求解可在任一高等数学教材

中找到，此处不再赘述.

4.2 概率密度解

在式 (36)中，令 a(t) = −θ，b(t) = 1，c(t) = 0，假

定 θ 为线性系统控制问题中的随机质量，其概率密

度函数为 pΘ(θ)，初始条件为 x |t=0 = x0 .

将上述条件代入式 (38)和式 (43)，可得

ÿ− ẏ = 0

dX
dT

=

(
1− 2

h′(T)
h(T)

)
X − X2


(44)

求解式 (44)，并将所得结果按式 (42)进行变量替换，

可得

x =
etx0

1 + θ (−1 + et) x0
(45)

将上式代入式 (10)中，可得

pXΘ(x, t) =

(
pΘ
−x + etx0

(−1 + et) xx0
et

)/

∣∣∣(−1 + et) x2
∣∣∣ (46)

图 3和图 4分别给出了当 x0 = 1, θ分别服从标

准正态分布 pΘ(θ) =
1√
2π

e−
θ2

2 和标准对数正态分布

pΘ(θ) =
e−

1
2 ln2(θ)

√
2πθ

时，典型时刻系统响应的概率密度

函数及其时间演化的曲面.同样地，表 2计算了 Ric-

cati方程响应概率密度的解析解与 10 000次 Monte

Carlo模拟的数值结果的相对熵.

表 2 Riccati方程解析解与数值解的相对熵

Table 2 K-L distance between and numerical solution for

Riccati system

t = 0.5 t = 1 t = 2

normal distribution 0.007 154 57 0.010 444 8 0.011 719 8

lognormal distribution 0.006 582 34 0.008 133 48 0.031 527 5
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观察图 3可见，系统响应的概率密度函数随时

间经历了由单峰到双峰，最后再到单峰的过程. 这

种随机演化的现象反映了 Riccati系统由于参数的随

机性所表现出两种截然不同、发散和收敛相互竞争

的物理过程. 而当基本随机变量服从对数正态分布

(a)典型时刻的概率密度函数

(a) PDFs at typical time instant

(b)概率密度演化曲面

(b) PDF evolution surface

图 3 θ服从正态分布时的 Riccati方程的概率密度解

Fig. 3 PDFs of Riccati system whenθ is normally distributed

(a)典型时刻的概率密度函数

(a) PDFs at typical time instant

(b)概率密度演化曲面

(b) PDF evolution surface

图 4 θ服从对数正态分布时的 Riccati方程的概率密度解

Fig. 4 PDFs of Riccati system whenθ is lognormally distributed

时，系统演化过程变得平缓、相应概率密度仅有分布

区域上的变化，而未出现大幅度的形态变化.

5 Helmholtz振子

5.1 物理系统解

Helmholtz振子起源于亥姆霍兹在 19世纪 50年

代对声学中的频率和音高的研究 [29]. 它广泛地应

用于结构在风致载荷下的空气动力学特性、船舶在

海浪激励下的倾覆问题、弹性力学中的薄膜振动问

题 [30-33]等研究领域.

考察一维 Helmholtz振子

ẍ + 2ẋ +
24
25

x− θx2 = 0 (47)

对上式进行对称性分析 [34]，可知其存在两个对称群

X1 =
∂

∂t
, X2 = −5

4
e

2
5 t ∂

∂t
+ xe

2
5 t ∂

∂x
(48)

进而，由

[X1,X2] =
2
5

X2 (49)

可知，算子 X1,X2提供了一个二维李代数 L2的基，

且此李代数属于类型 III [17].且由此可知存在对称群

X1,X2的典型变量

y =
25θ
24

xe−
2
5 t , τ = e−

2
5 t (50)

将式 (50)代入式 (47)，可得

y′2 = 4y3 −C (51)

式 (51)的解是 Weierstrass函数，其解处处连续

而处处不可导.
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按 C1 的值对式 (51)分类求解，并返回原始变

量，可得

当 C = 0时

x =
24
25θ

(
1 + C2e

2
5 t
)−2

(52)

当 C > 0时

x =
6

25θ
C2

1·


1√
3

+
1 + cn(C1e−

2
5 t

+ 0.067C2)

1− cn(C1e−
2
5 t

+ 0.067C2)

 e−
4
5 t (53)

当 C < 0时

x =
6

25θ
C2

1·


1√
3

+
1 + cn(C1e−

2
5 t

+ 0.933C2)

1− cn(C1e−
2
5 t

+ 0.933C2)

 e−
4
5 t (54)

式中 C1，C2为任意常数.

5.2 概率密度解

令 C = 0，假定 θ 为薄膜振动问题中的随机

初始条件，其概率密度函数为 pΘ(θ)，初始条件为

x
∣∣∣∣∣t=0 =

6
25θ
，ẋ

∣∣∣∣∣t=0 = − 12
125θ

. 将此条件代入式 (52)

中，可得

x =
24
25θ

(
1 + e

2
5 t
)−2

(55)

将式 (55)代入式 (10)中，可得位移的概率密度函数

为

pXΘ(x, t) =

(
pΘ

24

25
(
1 + e

2
5 t
)2

x

)/

∣∣∣∣∣∣−
25
24

(
1 + e

2
5 t
)2

x2

∣∣∣∣∣∣ (56)

同理，速度的概率密度函数为

pXΘ(ẋ, t) =

(
− pΘ

96e
2
5 t

125(1+ e
2
5 t)3ẋ

)/

[
125
96

e−
2
5 t

∣∣∣∣∣∣
(
1 + e

2
5 t
)3

ẋ2

∣∣∣∣∣∣
]

(57)

图 5 和图 6 分别给出了当 θ 分别服从标准

正态分布 pΘ(θ) =
1√
2π

e−
θ2

2 和标准对数正态分布

pΘ(θ) =
e−

1
2 ln2(θ)

√
2πθ

时典型时刻系统响应的概率密度函

数和随时间改变的概率密度演化曲面. 表 3计算了

Helmholtz振子响应概率密度的解析解与 10 000次

Monte Carlo模拟的数值结果的相对熵.

表 3 Helmholtz振子解析解与数值解的相对熵

Table 3 K-L distance between and numerical solution for

Helmholtz oscillator

t = 0.5/t = 0.1 t = 1 t = 1.5

normal distribution 0.025 501 9 0.008 435 79 0.003 511 02

lognormal distribution 0.003 228 01 0.004 738 11 0.009 710 66

从图 5 可以看出：系统响应的概率密度函数

的 2 个峰值随着时间推移峰值不断变高，反映了

Helmholtz系统的吸引子使得系统响应分布表现出逐

步演化的趋势.而图 6则表明，当随机变量的概率密

度分布从正态分布变为对数正态分布时，系统响应

的概率密度函数的形态由双峰变为单峰.

(a)典型时刻的概率密度函数

(a) PDFs at typical time instant

(b)概率密度演化曲面

(b) PDF evolution surface

图 5 θ服从正态分布时 Helmholtz振子的概率密度解

Fig. 5 PDFs of Helmholtz oscillator whenθ is normally distributed
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(a)典型时刻的概率密度函数

(a) PDFs at typical time instant

(b)概率密度演化曲面

(b) PDF evolution surface

图 6 θ服从对数正态分布时 Helmholtz振子的概率密度解

Fig. 6 PDFs of Helmholtz oscillator whenθ is lognormally distributed

6 结 语

广义概率密度演化方程的解析解在随机动力系

统分析中具有重要的意义，其价值不仅在于可以用

于检验数值解的准确性、收敛性、稳定性等，也可以

用它来研究并构造各种新的数值算法格式.

本文引入李群方法对若干典型随机非线性系统

及其相应的广义密度演化方程进行了解析求解. 所

获取的解答不仅可作为研究相应物理系统时所开发

的近似数值算法的校核标准，也有助于进一步深入

研究和剖析随机动力系统中随机性与非线性的耦合

机制.

值得提醒的是，李群方法的使用前提是非线性

微分方程含有某种对称性. 对于具有足够对称性的

非线性微分方程，可以用统一的方法进行约化和求

解，但这并不意味着所有的非线性微分方程均可通

过李群方法求解.事实上，能够通过李群方法获取解

析解的非线性微分方程仍极为有限 [27].
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