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基于摄影测量的充气膜结构有限元建模方法 

赵  兵，陈务军，胡建辉，邱振宇，赵俊钊  
(上海交通大学空间结构研究中心，上海 200240) 

摘  要：为了对正常使用过程中的充气膜结构进行荷载和动态特性等进一步分析和安全评价，提出了基于摄影测

量的在役充气膜结构有限元模型建立方法。首先，采用三维摄影测量法对正常使用过程中的充气膜结构外形进行

测量，并利用压力传感器测得相应的充气内压。然后，基于测量的外形及内压，将连续的膜面离散为膜线，并将

内压按从属面积分配到相应的节点上，应用引入线性调整理论的索杆体系找力分析理论对膜线的力密度进行计

算。随后，基于杆系结构平衡矩阵理论和小变形假定，应用非线性协调矩阵广义逆法，对结构的零应力态进行求

解。最后，将得到的零应力态作为初始模型，利用有限元软件对其进行充气数值模拟，得到正常使用状态下的充

气膜结构有限元模型。通过 ETFE 气枕模型的测量试验，验证了所提出的方法。 
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FINITE ELEMENT MODELLING OF INFLATABLE MEMBRANE 
STRUCTURE BASED ON PHOTOGRAMMETRY 

ZHAO Bing , CHEN Wu-jun , HU Jian-hui , QIU Zhen-yu , ZHAO Jun-zhao 

(Space Structures Research Centre, Shanghai Jiao Tong University, Shanghai 200240, China) 

Abstract:  In order to carry out the further analysis of an inflatable membrane structure during the phase of 

normal operation, a finite element modelling method for inflatable membrane structures is presented based on 

photogrammetry. The proposed method is divided into four steps. Firstly, the three-dimensional coordinates of the 

target points pasted on the external surface of an inflatable membrane structure are observed to build the 

membrane shape based on photogrammetry, and the internal pressure is measured by means of the pressure 

sensor. Secondly, after simulating the continuous membrane surface by the membrane links and by distributing 

the internal pressure to the according joint based on the measurement results, the force density of membrane link 

is calculated based on the force finding theory of a cable structure system with the linear adjustment theory. 

Thirdly, according to the equilibrium matrix theory and the small deformation assumption, the zero-stress state of 

inflatable membrane structures is solved by using the nonlinear generalized inverse matrix method. Fourthly, the 

finite element model of inflatable membrane structures during the process of normal operation can be built by 

introducing the internal pressure via ABAQUS based on the zero stress state. Finally, the proposed method is 

verified by the results of both measurement and calculation obtained from the model experiment of a triangular 

ETFE cushion. 

Key words:  inflatable membrane structure; finite element model; membrane shape; photogrammetry; force 

density method 
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充气膜结构由柔性膜材构成，依靠内部气体与

外部气体的压差引入预应力来形成和维持稳定的

曲面形态，进而产生结构刚度来承受外荷载与作

用。充气膜结构始于 1946 年，兴于 20 世纪 70 年

代，因造型优美、耐久性、轻质、跨度大等优点，

而广泛应用于温室、大型体育场馆、展览馆等工程

领域[1]。进入 21 世纪，随着膜材及工艺的发展，其

应用领域也扩展到了航空航天领域[2―4]。 

充气膜结构的曲面外形要求与充气压力相匹 

配[1,5―7]。当给定一个正常使用过程中的充气膜结构，

需要对其进行安全评价(如荷载、动态分析等)时，就

要求建立与对应外形和内压相关的有限元模型。此

时，如果设计及使用过程是已知的，可以直接使用

设计时给定的参数建模；而当设计及使用过程未知

时，很难得到结构在长时间的正常使用过程当中准

确的发展规律，故很难通过建立构成材料的非线性

模型进行有限元模拟来得到相应的有限元模型。 

充气膜结构的相关研究主要有理论分析和模

型试验两方面。其中设计分析理论与方法相对比较

成熟，主要包括：找形分析、荷载分析和裁剪分   

析[1,5―15]。充气膜结构找形的数值方法主要有力密

度法、动力松驰法和非线性有限元法，而几何非  

线性有限元法是适合膜结构荷载分析的通用方  

法[1,7―8]。 

为了验证理论分析的有效性，学者们展开了相

应的模型试验研究，热点在于成形过程、静力承载

及动力特性。何艳丽[5]对充气膜结构的成形理论进

行了试验验证。Borgart 等[16]对多层充气膜结构进行

了数值分析与试验研究。Gong 等[17]通过充气膜结

构缩尺模型的静力承载试验对国家体育场“鸟巢”

的挡雨结构进行了可行性研究。吴明儿[18]和顾磊[19] 

等利用堆沙袋模拟静力荷载，对初次充气成形的

ETFE 气枕的承载特性进行了试验研究，并与有限

元模拟的结果进行了对比分析。陈务军等[20]利用大

气压差来模拟均布风荷载，对 ETFE 气枕的极限承

载能力进行了试验研究。Park 等[21]对航天器中的充

气膜结构进行了动力试验。Chen[22]和 He[23]等对薄

膜充气管的模态分析进行了试验验证。杨庆山等[24]

对初次成形 ETFE 气枕的静力和动力特性进行了试

验研究，用来验证有限元分析结果的有效性。然而，

由于现有测量方法与计算方法的局限性，较少有文

献对正常使用过程中的充气膜结构有限元建模方

法进行公开报道。 

本文提出了一种基于摄影测量的在役充气膜

结构有限元建模方法。首先，采用摄影测量方法对

充气膜结构的外形进行精确地测量，并利用压力传

感器测得相应的充气内压。然后，基于测量结果，

将连续的膜面离散为膜线，并将内压分配到相应的

节点上，应用引入线性调整理论的索杆体系找力分

析理论对膜线的力密度进行计算。随后，基于杆系

结构平衡矩阵理论和小变形假定，应用非线性协调

矩阵广义逆法，对结构的零应力态进行求解。最后，

将得到的零应力态作为初始模型，利用有限元软件

对其进行充气成形数值模拟，得到正常使用状态下

的充气膜结构有限元模型。通过 ETFE 气枕模型的

测量试验，验证所提出的方法。 

1  外形测量 

充气膜结构具有小应变、几何大变形的特点，

其动态外形很难通过传统的测量方法来进行精确

地测量[1,5,17―20]。本文采用三维摄影测量法，在充气

膜结构外膜面按网格粘贴目标靶点，通过对目标物

进行拍照后并计算目标点的三维坐标，实现对膜面

动态外形的实时测量[25]。 

摄影测量的原理：从三个(或多个)位置利用相

机拍摄同一被测物体，以获取在不同视角下的图

像，通过三角测量原理计算图像像素间的位置偏差

来获取被测点的三维坐标。图 1 所示为利用三台相

机在三个不同位置对同一物体进行拍摄。目标点、

相机中心和相点三点构成共线方程，根据共线方程

可以计算出目标点的三维坐标： 
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   
   

        (1) 

式中：Ai、Bi、Ci、Di是系数；x、y、z 是图像坐标

系的坐标值；X、Y、Z 是全局坐标系的真实坐标值。 

 
图 1  摄影测量的原理 

Fig.1  The principle of photogrammetry 
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2  有限元模型 

充气膜结构的膜面预应力和结构刚度源自充

气内压与大气压的压差，因此，外形与内部压力紧

密相关。在实际工程中，充气膜结构的外形和内压

可以通过摄影测量法和压力传感器分别测得，但膜

面的预应力却很难直接获得。这就需要在不改变外

形的前提下，通过加入气压来使膜面产生预应力。 

本文根据充气膜结构的测量外形，将连续平滑

的膜面离散为膜线网格，通过等截面刚度原则，利

用膜线来代替膜面，将作用于膜面上的气体压力根

据从属面积原则分配到相应网格节点上[1]。将索杆

体系的找力分析理论应用于膜结构[1,5,26―28]，得到膜

线的张力。基于杆系结构平衡矩阵理论和小变形假

定，应用非线性协调矩阵广义逆法，对结构的零应

力态进行求解[1,6,26]。将得到的零应力态作为初始模

型，利用通用有限元软件 ABAQUS 进行充气成形

数值模拟，得到正常使用状态下的充气膜结构有限

元模型。相应的流程如图 2 所示。 

 
图 2  有限元建模的流程图 

Fig.2  Workflow of finite element modeling 

2.1  膜面模拟 

充气膜结构膜面的模拟方式一般分为 2 种：一

种是将膜面划分成三角形单元网格；另一种是将膜

面划分成四边形网格，用网格线(膜线)通过等截面

刚度原则来代替膜面[1,5―6,25]。本文在求解零应力态

时采用第 2 种方式，即用膜线代替膜面。图 3 为充

气膜结构等效膜面网格，网格由节点和膜线组成。

设膜面经向纬向弹性模量分别为 Ew 和 Ef，膜线沿

经纬向正交布置成网格，则膜线的抗拉刚度为： 

w

f

2

2

m i

k i

a b
EA E

c d
EA E





 
  


           (2) 

式中：E 和 A 分别为膜线的弹性模量和等效面积；

a、b、c、d 是相应的膜线长度。 

将所有连续的膜面单元转化成膜线，充气膜结

构就转化成为预应力网格结构。与传统网格结构不

同，该网格结构中两点之间的膜线只承受拉力，不

能承受压力和弯矩。作用于膜面上的气体压力根据

节点的从属面积原则分配到相应网格节点上，节点

荷载等于压力乘以从属面积，方向为从属膜面的法

向[25―29]。 

 
图 3  膜线网格 

Fig.3  Mesh of membrane link 

2.2  膜线张力 
以图 3 中的网格节点 i 和 j之间的膜线 ijl 为例，

其坐标向量可以表示为： 

(1,6) [ ] [ ]t t t
i j i i i j j jx y z x y z x x x    (3) 

通过引入一个单位三维矩阵： 

(3,3)

1 0 0

0 1 0

0 0 1

 
   
  

E              (4) 

可以得到单根膜线的枝-节点拓扑关系矩阵： 

(3,6)

1 0 0 1 0 0

0 1 0 0 1 0 [ ]

0 0 1 0 0 1

 
     
  

C E E  (5) 

由式(3)和式(5)可以得到膜线 ijl 两端节点的坐

标差向量： 

(3,1)

i j

i j

i j

u x x

v y y

w z z

  
       
      

u Cx       (6) 

膜线 ijl 的长度可以表示为： 

2 2 2 2( ) ( ) ( )ij i j i j i jl x x y y z z        

t t tu u x C Cx                      (7) 
则膜线 ijl 的力密度 ijq 可以通过下式表达： 

1
ij ij ijq t l                 (8) 

式中， ijt 为膜线的张力。 

此时，可以列出单根膜线的残余方程： 
t t tq   r v C u C Qu C QCx       (9) 
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式中：r 为节点力向量； qQ E 为对角阵；v 为节

点残余力(节点不平衡力)向量。 

对于一个有 n 个节点和 m 根膜线的张拉体系，

定义节点坐标向量 (3 ,1)nx 、节点力向量 (3 ,1)nr 、节点

力残余向量 (3 ,1)nv 、拓扑关系矩阵 (3 ,3 )m nC 和力密度

矩阵 (3 ,3 )m nQ ，可以得到整个体系的残余方程： 

t t t   r v C uq C Qu C QCx     (10) 

力密度法通常用于索网结构、索膜结构和充气

膜结构的找形分析[1]。但是在有些应用中，拓扑关

系C 、几何形状 x 、节点外力 r 是已知的，需要求

解力密度分布 q，即找力分析。此时，通常先建立

整个体系的平衡方程： 

( ) tf  r v q C uq           (11) 

如果未知量的个数大于已知量的个数，会存在

许多可能的组合解。在这种情况下，一般通过引入

调整理论来优化处理过程：使关于未知量 q的势能

函数 最小，即让残余向量的平方和最小： 

( ) ( ( ) ) ( ( ) ) mint tf f     q v Pv q r P q r  (12) 

式中，对角阵 P E 。对未知量 q进行一阶求导，

并使导数等于零，可以得到： 

( ( ) )t t f  u CPv u CP q r 0       (13) 

将 ( ) tf q C uq 代入式(13)，未知量力密度 q

可以根据下式经一个线性步求解得到： 
t t tu CC uq u Cr            (14) 

然后整个体系的张力分布可以根据下式计算得到： 
t ql                   (15) 

2.3  有限元模型 

2.3.1  膜线无应力长度与变形 

假设膜线线弹性、小应变，则膜线应力可以根

据下式计算得到[1]： 

/E t A                (16) 

式中： 为膜线应力；E 为弹性模量； 为弹性应

变； t 为膜线张力；A 为膜线等效面积。 

膜线的弹性应变可表示为： 

0 0( ) /l l l               (17) 

式中： 0l 为膜线无应力长度；l 为测量的膜线长度。 

通过式(16)和式(17)可得到膜线的无应力长度： 

0

EA
l l

EA t



            (18) 

定义膜线单元的长度变化量为 0l l l   ，将式

(18)代入可以得到： 

 

1
EA

l l
EA t

     
         (19) 

当充气膜结构的测量外形一定，且与充气内压

相对应时，则等效膜线的无应力长度也是不变的。 

2.3.2  结构零应力态 

充气膜结构在正常使用过程中的膜面张力远

大于因自重产生的张力，所以，从测量形态求解零

应力态时不考虑膜材自重。 
假设充气膜结构中任一自由节点 i 与节点 j 、

k 相连，膜线张力 t 、测量长度 l 和节点荷载 if 如

图 4，测量形态的节点平衡方程[1,6]为： 

( ) / ( ) /

( ) / ( ) /

( ) / ( ) /

i j ij ij i k ik ik ix

i j ij ij i k ik ik iy

i j ij ij i k ik ik iz

x x t l x x t l f

y y t l y y t l f

z z t l z z t l f

    
    
    

  (20) 

 
图 4  网格节点平衡 

Fig.4  Joint equilibration state of link-mesh 

充气膜结构通过内部气压使膜面产生张力，从

而引入预应力来形成结构刚度。零应力态求解是要

将引入的预应力去掉，这样就必须把内部气压撤

出，使整个体系回归到无应力状态。在撤出内部气

压的过程中，所有自由节点都将产生符合变形协调

条件的节点位移。按式(20)对所有自由节点运算，

并写成矩阵形式： 

1

3 11

3

i j i k

ij ik

ix
i j i k

ik iy
ij ik

iz
i j i k

b Nb
ij ik

N b

x x x x
tl l

f
y y y y

t f
l l

f
z z z z t

l l




 
   

    
    
         
    
            

 
 
 

    

   


  


  

    

 

(21) 

式中：N 为充气膜结构体系自由节点数；b 为膜线

单元数。 
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将式(21)简写为： 
At f                  (22) 

式中： A为平衡矩阵； t 为膜线内力矢量； f 为节

点荷载矢量，由膜面气体压力转化而来。 

同样，在小变形假设条件下，可建立充气膜结

构的协调方程： 

 Bu l                  (23) 

式中：B 称为协调矩阵；u为节点位移矢量；l 为

膜线轴向变形矢量。 

根据虚功原理有： 
tB A                  (24) 

将式(24)代入式(23)，则充气膜结构协调方程写

成矩阵形式： 
t  A u l                 (25) 

由于弹性平衡状态已知，所以协调矩阵 B 已

知，当膜线长度改变量向量l 求出以后，就可利用

式(25)求解节点位移。网格结构的协调矩阵一般为

长方阵，不可逆，需要利用协调矩阵的 Moore- 

Penrose 逆求节点位移的最小二乘解，式(25)的最小

二乘解可表示为： 

( )t  u A l               (26) 

式中， ( )t A 为 tA 的 M-P 广义逆。 

则充气膜结构新状态坐标为： 

0  x x u                (27) 

零应力态对应的膜线张力应为零，但由于数值

计算产生的误差，该值是一个极小值。因此，通过

下式定义零应力态的判定准则或计算收敛准则： 

|| ||

|| ||








t

At

≤

≤
               (28) 

在撤出内部气压以后，如果通过式(27)求得的

状态不能完全满足式(28)，就需要在当前位形重新

计算协调矩阵 B 和向量l ，然后利用式(26)求解新

节点的位移向量，采用式(27)生成新的状态位形，

并重新检验式(28)是否满足。重复上述过程，直到

满足迭代收敛条件式(28)为止。 

3  测量试验 

3.1  试验模型 

ETFE 气枕结构是一种广泛应用于建筑结构领

域的充气膜结构[1,30―31]，本文通过对其结构模型进

行测量试验，来验证所得出的有限元建模方法。如

图 5 所示，试验模型为边长 2500 mm 的正三角形

ETFE 气枕。受到 ETFE 薄膜卷材宽度的限制，双

层膜面均由两片膜片经 275℃高温热合焊接而成。

气枕边缘处也采用热合加工，并包裹直径为 6 mm

的 PE 棒，然后利用铝合金夹具通过螺栓张拉固定

于钢框架上。下膜面的角部区域分别预留了两个直

径为 6 mm 的圆孔，并安装带有密封性能的气门芯，

用来安装压力控制系统。 

针对 ETFE 气枕容积小、气压变化快的特点，

本文采用自主研制的压力控制系统对 ETFE 气枕内

压进行控制，该系统具有出口压力高、流量小、精

度高、响应快等特点[20,25,29]。针对 ETFE 气枕大柔

性、大变形的特点，本文采用基于近景摄影测量的

动态三维摄影测量系统对上膜面外形进行测量。 

 

图 5  试验模型平面尺寸 

Fig.5  Planar dimension of experimental model 

3.2  测量过程 

安装完毕的 ETFE 气枕试验系统如图 6 所示，

ETFE 气枕为水平放置，用来模拟屋面围护结构[1]。

目标靶点按划分的网格粘贴在 ETFE 气枕上膜面外

表面；压力控制系统通过下膜面预留的两个配有密

封性能的气门芯接入，来控制和测量气枕内部的压

力；三维摄影测量系统沿试验模型均匀地架设，三

台相机分别架设在三个角点。在正常使用阶段，

ETFE 气枕内压保持在 0.5 kPa[1]，如果其设计与使

用过程是未知的，可以利用本文所提出的方法建立

有限元模型。因此，利用三维摄影测量系统对 ETFE

气枕上膜面外形进行测量。 

 

图 6  ETFE 气枕试验系统 

Fig.6  Experimental system of ETFE cushion 
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4  结果与分析 

4.1  测量外形 

由三维摄影测量系统得到 ETFE 气枕在正常使

用过程中外形的照片，利用软件 Photomodeler 对相

机拍摄的照片进行处理，计算得到正常使用过程中

ETFE 气枕上层膜表面目标点的三维坐标，如图 7

所示。测量结果显示，在长度为 1100 mm(精度误差

小于 0.0092 mm)的高精度标尺上产生的测量误差

小于 0.1 mm，则测量的精度优于 1/11000，可以满

足试验与测量的要求。 

 

图 7  目标点三维坐标的计算 

Fig.7  3D point determination in Photomodeler 

将得到的测量点进行处分析，可以得到 ETFE

气枕在正常使用阶段、内压为 0.5 kPa 时的膜面测

量外形，如图 8 所示。此时，ETFE 气枕矢高为

127 mm，高度变化的层次分明，由等高线可知，在

边缘区域接近三角形，随高度增大而变得光滑，中

心区域更接近圆形。 

 

图 8  ETFE 气枕 0.5 kPa 膜面测量外形 

Fig.8  Measured shape of ETFE cushion under 0.5 kPa 

4.2  零应力态 

将测量的外形根据测量点的网格布置，把所有

膜面单元转化成膜线，充气膜结构转化成为预应力

网格结构。作用于 ETFE 气枕上膜面内表面的气体

压力为 0.5 kPa，根据从属面积原则分配到相应网格

节点上，节点荷载等于单位面积压力乘以从属面

积，方向为从属膜面法向。先利用轻结构设计分析

软件 EASY[32]对 ETFE 气枕结构在充气内压为

0.5 kPa 时的等效膜线张力进行求解，再利用自编的

MATLAB 程序对结构的零应力态进行求解 [26]。

ETFE 气枕模型零应力时的外形如图 9 所示。 

通过与摄影测量结果相比，可以发现零应力态

时的膜面高度变化规律与图 8 所示的高度一致的，

虽然矢高由 127 mm 减小为 119 mm，但其外形具有

相近的等高线变化层次和分布区域。 

 

图 9  ETFE 气枕零应力态时外形 

Fig.9  Shape of ETFE cushion under 0 kPa 

4.3  有限元模型 

由于充气膜结构的荷载效应分析中普遍采用

非线性有限元法，有限单元多为平面常应变三角形

单元。因此，本文以计算得到的零应力态作为初始

模型，利用通用有限元软件 ABAQUS 进行充气成

形数值模拟。模型采用膜单元进行计算，并考虑几

何非线性，充气内压为 0.5 kPa、以压强形式加载，

有限元网格根据摄影测量得到的点云按三角形单

元进行划分，边界条件为铰接，材料的弹性模量和

泊松比为 660 MPa 和 0.35。有限元数值模拟得到的

ETFE 气枕在内压 0.5 kPa 下的外形如图 10 所示。 

为了评价所得到有限元模型，将计算结果与摄

影测量得到的 ETFE 气枕外形(图 8)相比，可以发现

两者在轮廓、变化层次和数值等方面都高度一致。

通过成形数值模拟得到的外形比测量的结果略大，

其中矢高相差 1 mm，而整体偏差小于 1 mm。这是

因为在基于收敛准则的零应力态求解过程中，膜线

的应力是一个趋于零的极小值，这个由数值计算误

差引起的残余值，会使求解得到的零应力态比理论
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解要稍微大一些。 

 

图 10  ETFE 气枕在 0.5 kPa 内压下外形(限元模拟) 

Fig.10  Shapes of ETFE cushion under 0.5 kPa (FEM) 

5  结论 

充气膜结构具有小应变、几何大变形的特点，

尤其是在使用过程当中，其外形是动态变化的，因

此对其动态外形的全景测量是一个难点。充气膜结

构会因裁切、徐变、内压等原因而发生外形变化，

且该过程与温度、时间、应力水平都紧密相关，其

构成膜材在长时间正常使用过程当中的变形发展

规律较为复杂，故很难通过建立材料的非线性时变

模型，进行结构徐变的有限元模拟，来得到充气膜

结构在正常使用过程中的有限元模型。此外，由于

预应力导入和结构刚度产生形式的独特性，充气膜

结构的外形要求与内压相匹配，因此其正常使用过

程中的有限元模型的建立也是一个难点。为了解决

这些问题，本文提出了基于摄影测量的在役充气膜

结构有限元建模方法，并通过 ETFE 气枕模型的测

量试验来验证了所提出的方法。本文所提出的有限

元建模方法不只局限于 ETFE 气枕结构，对广泛的

充气膜结构也具有一定的普遍适用性。 
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