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基于有限元应力载荷宏观刚性滑裂面极限平衡 
抗滑稳定计算理论 

 
孙建生 

(太原理工大学 水利科学与工程学院，山西 太原  030024) 

 
摘要：针对重力坝深层复杂滑面抗滑稳定计算存在问题，以彻底消除人为假设因素为目标，提出有限元应力载荷

宏观刚性滑裂面力学模型，创立矢量力投影方向极值原理，构建微观有限元应力和宏观极限平衡融合的客观定量

稳定计算理论模型，给出重力坝深层抗滑稳定弹塑性有限元应力荷载作用下，宏观刚性滑裂面极值投影方向极限

平衡方程和能量极值条件方程，得到既满足平衡条件又具有能量极值特征的稳定安全系数客观定量解。通过算例

考证，阐明基于投影方向极值原理的有限元应力宏观极限平衡稳定计算理论的合理可靠性。成果对于重力坝深层

抗滑稳定客观定量计算、完善坝基与边坡稳定统一分析理论具有重大理论研究意义和工程推广使用价值。 
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Theoretical model of stability calculation of macro-rigid sliding planes with FEM 
stress load based on limit equilibrium 

 
SUN Jiansheng 

(College of Water Resources Science and Engineering，Taiyuan University of Technology，Taiyuan，Shanxi 030024，China) 
 

Abstract：A mechanical model of macro-rigid sliding planes with the finite element stress load without the 
previous assumptions was put forward to resolve the problems in the calculation of anti-slide stability of deep and 
complex sliding planes of gravity dams. The principle of extreme projection direction of vector forces was 
proposed. The objective and quantitative method of stability calculation that combines the micro finite element 
stress with the macro limit equilibrium was established. The limit equilibrium equation and the energy extreme 
condition equation of macro-rigid sliding planes of the gravity dam against deep sliding under the elasto-plastic 
finite element stress load were given in the extreme projection direction. The objective safety factor accurately 
obtained not only satisfies the equilibrium condition but also has the extreme value of energy. The calculated 
results of examples are reasonable and reliable. 
Key words：slope engineering；dam foundation and slope；anti-sliding stability；dissipation force；extreme energy；
finite element limit equilibrium；safety factor 
 
 
1  引  言 
 

边坡及坝基抗滑稳定问题是岩土工程重要研究

内容，在稳定研究方法中融合有限元微观平衡理论

应力计算成果，彻底消除刚体极限平衡法的各种人

为假设影响，促进边坡及坝基抗滑稳定客观定量计

算理论的发展，无疑具有重大的理论研究和工程使
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用价值[1-2]。目前相关计算方法存在的主要问题简述

如下： 
点应力安全系数法[3]，完全基于有限元微观点

的应力平衡条件，得到每个点的抗滑稳定安全系数，

但难于给出体系宏观整体抗滑稳定评价的安全系

数，并且不方便与规范及其它研究方法对比。 
滑裂面切向力代数和法[4-5]，基于有限元应力的

切向力代数和宏观平衡，得到整体抗滑稳定安全系

数，但把方向不同滑裂面的切向力代数求和有悖于

力的矢量性原理(仅考虑了力的数值求和)。 
滑裂面矢量力特征方向投影平衡法[6-9]，基于有

限元应力切向矢量力在投影方向的宏观平衡考虑，

可得到满足力矢量特性的整体抗滑稳定安全系数，

但矢量力投影特征方向人为确定又抹杀了安全系数

评价稳定的客观定量性，不同投影方向安全系数变化

较大影响敏感，降低了安全系数稳定评价的公信力。 
考虑坝基面数值场应力分布的刚体极限平衡

Sarma 法[10-12]及其改进法[1]，只是为了避免刚体分

界面通过坝体的不合理现象，借助数值分析成果确

定坝基面上的应力分布(改进法考虑了滑裂面中点

的正应力为初值)，仍然采用多滑面刚体极限平衡原

理，但人为确定刚体分界面方向的本质就是在假设

分界面上作用力的方向，分界面方向对安全系数有

影响，也存在人为假设因素降低了客观性。 
有限元强度折减法和超载法[13-17]，通过逐步降

低坝基材料的抗剪强度力学参数或逐步增大坝体的

水平荷载，观察塑性变形发展情况判断抗滑稳定程

度。存在的表面问题是：(1) 失稳判据及其标准存

在争议，各种本构模型及失稳判据的一致定量性存

在差异；(2) 考察特征点的位移突变及塑性区域的

连通情况判别抗滑稳定，必然含有一定人为主观模

糊判断；(3) 超载和强度折减的影响范围并非仅仅

局限于潜在滑裂面上，而是影响整个坝基岩层，改

变了坝基岩体客观存在的应力变形场特征，难于确切

地反映沿潜在可能滑移通道的真实塑性形态；(4) 塑
性迭代计算收敛精度对突变点安全系数影响敏感。

实质问题是：真实受力力学状态与求解安全系数时

滑裂面极限平衡概念状态考虑范围的混淆问题，也

就是，把滑裂面上极限平衡求解安全系数的力学概

念状态扩大到研究区域力学实际模型受力状态的力

学模型思维混淆问题。滑裂面的极限平衡抗滑稳定

计算模型状态与研究域的塑性极限真实状态，是 2
个不同力学思维概念，当真实受力模型状态的极限

平衡影响范围仅局限在可能滑裂面时 2 个状态才能

相同。 
通过土质边坡稳定标准算例考证的矢量和法[6]，

为什么应用到三峡大坝深层抗滑稳定研究 (K = 
2.112)和有限元强度折减法[14](K = 3.5～4.0 最大可

达 6.5)竟然会有如此大差异？已载入建筑基础设计

规范的传递系数法，运用于具有反倾向滑裂面的岩

质边坡稳定或重力坝深层抗滑稳定计算时[18]为什

么也会与有限元强度折减法存在较大差异？边坡稳

定计算理论与重力坝深层抗滑稳定理论的区别和统

一点究竟在哪里？究竟哪一种稳定计算理论方法才

可能是安全系数的真实解呢？ 
对于一个确定的滑裂面，当人们不知道其上的

应力分布时，却通过各种人为假设条件能够计算出

沿滑裂面的抗滑稳定安全系数—采用保守力学理论

刚体极限平衡方法；当人们一旦确定了滑裂面上的

应力分布时，却左右为难—微观理论应力成果与宏

观抗滑稳定计算理论在力学平衡考虑矛盾，丧失了

理论依据进入理论盲区成为世界级难题，不知道究

竟应当如何计算抗滑稳定安全系数才是正确的理论

方法。甚至于一旦计算结果与刚体极限平衡方法有

差异，要么质疑有限元极限平衡稳定计算方法—因

为没有理论根据，要么怀疑确定应力分布的有限元

理论可靠性—因为原本就不知道应力分布的确切规

律，为什么不质疑各种假设条件下得到不同结果的

刚体极限平衡方法的可靠性呢？这种奇怪现象的存

在难道还不应当引起人们思考？ 
有限元应力计算成果属于满足应力–应变本构

关系与变形协调的微观平衡理论产物，抗滑稳定安

全系数计算属于宏观极限平衡理论研究范围，两大

理论范畴有机融合的有限元成果极限平衡抗滑稳定

计算理论模型，必然具有无比优越特性，同时也必

然要有与之相适应的全新理论依据和思维概念。 
 
2  投影方向极值原理 
 

复杂滑裂面稳定问题，观察各滑面所承受的滑

动力和可用抗滑力分布情况可知，滑动力与可用抗

力在各滑面上的比值不一样，且滑体的上下区域滑

面方向不同。因此，沿滑面切向的滑动力合矢量与

体系安全系数 K 时的可用抗滑力合矢量作用方向不

一样，必然存在夹角，且夹角大小与滑裂面形态和

各面的抗剪力学参数及法向、切向受力有关。当滑

裂面的法向应力保持平衡，有限元切向应力成果进

行宏观抗滑稳定平衡研究时，就成为非共线不平衡
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耗散力体系—非保守力学理论研究范畴，夹角与安

全系数的大小变化无关。那么，矢量力平衡投影方

向，对于安全系数具有十分明显影响，夹角愈大非

共线不平衡力影响愈大。矢量力平衡投影方向与滑

动力方向愈接近安全系数就愈小，与可用抗滑力方

向越接近则安全系数越大。因此，人为假设投影方

向必然使得安全系数具有主观因素影响。若要最大

限度地减小这种影响只有 2 种可能：一是减小夹角，

二是减小滑动力矢量与抗滑力矢量的合矢量投影影

响。但当边界条件一定时夹角固定，那么只能减小

后者。故：投影方向必须是滑动力矢量与可用抗滑

力矢量的合矢量投影误差影响最小的方向，也就是

总合矢量的垂直方向其投影为 0，用耗散力学理论

观点解释就是体系不平衡合力的垂直方向耗散力影

响最小。 
投影方向极值原理定义：在所有可能投影方向

中，滑动力与可用抗滑力矢量的总合矢量力滑动所

做功具有极小值的方向，滑动破坏时所消耗的能量

最小而体系滑动变形能达到最大。即非共线不平衡

合力所做的功最小而体系的变形能达到最大，沿此

滑动方向投影所确定的安全系数才是客观唯一的真

实解。 
投影极值方向确定的安全系数是客观真实解的

理论根据是误差影响最小理论，也是潘家铮[19]的滑

坡破坏最大最小值原理的延伸和实际应用。矢量力

投影方向极值原理采用滑动方向极值原理表述为：

复杂滑面滑动时，如有许多滑动方向，则失稳时，

它将沿着总矢量力做功最小的一个矢量方向滑移破

坏，极限平衡时，耗散能量最小而体系变形能最大，

不平衡耗散力由体系内部消耗自动平衡。 
投影方向极值原理的力学理论解释：随着安全

系数的变化，滑面上可用抗滑力的大小不断变化，

在所有可能抗滑力中，若受力系统达到共线平衡时

沿任意方向位移所做的功为 0，那么，系统处于平

衡时的抗滑力所对应的安全系数就是客观真实解。

但是，对于非共线不平衡系统，随着安全系数的变

化可用抗滑力与滑动力的合力方向及大小不断变

化，仅有一个虚功平衡方程确定不了安全系数和不

平衡耗散力 2 个未知量，可以有无数组适合方程的

解，只有在垂直于耗散力方向的任意位移才能外力

做功为 0，即：投影方向必须是垂直于耗散力方向，

才能与共线平衡系统具有同样的位移虚功原理效

应。这就是投影方向极值原理的力学理论解释，也

是微观有限元应力成果宏观极限平衡稳定计算为什

么不能像一般共线平衡受力系统那样投影方向可以

任意选取的真正原因。 
同理，对于非共线不平衡受力耗散系统的力矩

中心点位置必须满足力矩中心位置极值原理：复杂

滑面滑动时，如有许多转动瞬心，则失稳时，它将

绕着总矢量力抵抗矩最小、消耗能量最小而转动变

形能量最大的一个转动瞬心滑移破坏。即，力矩中

心位置必须选在滑动力与可用抗滑力的合力作用线

上，破坏时体系耗散能量最小而可用抗抗滑力的转

动做功最大，由力矩极限平衡条件所确定的安全系

数才能是客观真实解。 
根据投影方向极值原理可以解释为什么边坡稳

定有限元应力极限平衡计算方法不能直接用于重力

坝深层抗滑稳定计算，就是因为边坡稳定计算方法

没有考虑滑动方向极值原理，而实际边坡滑动力与

可用抗滑力的作用方向夹角较小，因此，极限平衡

投影方向人为采用滑动力方向或抗滑力方向的安全

系数计算系统误差较小，对于夹角较大的岩质边坡

和重力坝深层抗滑稳定计算必须按照投影方向极值

原理计算才能得到合理可靠结论。否则，当夹角较

小时计算结果只能是近似值，当夹角较大甚至可能

是谬误。 
 
3  投影方向极值原理数学模型 
 

有限元应力宏观极限平衡抗滑稳定研究计算模

型见图 1，2。把有限元微观平衡滑裂面的应力计算

成果视为滑裂面上作用的外荷载—力学真实模型状

态的一侧(实际上滑面两侧每一点的微观真实应力

是平衡的故称实态)。抗滑稳定计算切向宏观刚性滑

裂面极限平衡概念模型定义：考虑滑裂面的每一点

及法向受压力时具有微观变形应力协调特性，即法

向压应力大小及分布遵守微观平衡条件(实态)，而

考虑切向及宏观极限平衡抗滑稳定时具有刚性特质

(计算抗滑稳定安全系数的力学宏观极限平衡概念

模型状态，故称为概态)。切向宏观刚性滑裂面概念

定义明确了力学模型的真实状态与滑裂面安全系数

计算力学概念模型状态的区别与内在联系，界定了

微观应力平衡与宏观稳定极限平衡条件的思维范

围，融合了有限元应力平衡与宏观抗滑稳定极限平

衡两大理论体系基本概念。 
那么，宏观刚性滑裂面极限平衡抗滑稳定计算 

脱离体见图 2(b)(概态)，图中，
1

1 1 1
1

e

i i
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T lτ
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=∑ 简写 
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图 1  有限元计算模型 

Fig.1  Finite element calculation model 
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(a) 滑裂面宏观极限平衡模型 
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(b) 有限元应力载荷宏观刚性滑裂面极限平衡抗滑稳定模型 

图 2  滑裂面应力宏观极限平衡稳定模型 
Fig.2  A macroscopic limit equilibrium stability model of 

sliding planes with the stress 
 

1 n eT Lτ=∑ 表示沿着 1 面的切向力求和，把 n

ej

ji i
i

lσ∑  

简写成 n eLσ∑ 表示沿着 j 面的法向力求和；li 为通

过单元长度就是图 Le； n jiσ ， n jiτ 分别为第 j 滑裂面

上第 i 单元的法向应力和切向应力，li为滑裂面通过

第 i 单元的长度； jS ， jN 分别为第 j 滑裂面下的切

向和法向作用力； jα 为第 j 滑裂面的水平倾角。对于

每个单一滑裂面的宏观极限平衡计算模型(见图2(a))，
根据法向保持微观应力平衡条件，滑裂面法向宏观

平衡条件可得：  

n
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式中：e 为滑裂面通过单元数目。 

切向荷载： n
1

e
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i

T lτ
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=∑ ，在滑面安全系数 jK 时

的切向宏观极限平衡条件可得 
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式中： jf ， jc ， jA 分别为第 j 滑裂面的抗剪断摩擦

因数、黏结力和滑裂面面积。 
对于坝踵铅直面 AB 的拉应力及剪切应力极限

平衡条件可知，法向抗拉存在： 
00

0n
0 0
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切向抗剪存在： 
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，       (5) 

式(4)，(5)中：el，ey 分别为滑裂面通过受拉、受压

区单元数目。 
模型 AB 面是专为坡顶或坝踵受拉区域考虑设

计的，当考虑受拉区开裂时受拉面积 0l 0L = ；当无

受拉力区域时式(4)不计入模型即可。 
由于各滑裂面的安全系数不同而且差异较大，

那么对于重力坝宏观整体的深层抗滑稳定安全系数

究竟是多少？这个问题就如同单一平面的极限平衡

力学概念模型状态思维是一样的：每个点的应力状

态不同，但都采用同一安全系数评价，实际上每个

点切向在此安全系数时并非极限平衡，不平衡切向

力通过点间的传递达到宏观切向受力极限平衡，因

为是在同一平面方向笔者可以简单理解为平均受力

效应的极限平衡，很容易被接受认可。但是，对于

多滑面问题的抗滑稳定安全系数计算，就是本文宏

观刚性滑裂面模型定义的极限平衡状态，体系整体

稳定安全系数计算就必须按宏观整体极限平衡考

虑，即各滑裂面的每一个点均具有同一安全系数 K
时，则每一滑平面各点可提供的沿滑面方向的抗滑

力之和为 

n
1

( 0 1 2 )
e

j j
j ji i j

i

f c
S l A j n

K K
σ

=

= + =∑ ， ， ， ，   (6) 

AB 面可提供抗拉力之和为 

0 0
1

lQ L
K
σ= 抗拉               (7) 
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当考虑抗拉与抗剪安全系数要求不同时，模型

中实际使用的σ抗拉 为抗拉允许安全系数除以抗剪

允许安全系数的折合允许应力。 
在体系安全系数 K 下，各滑面上可提供的抗滑

力 jS 与切向应力载荷 jT 是共线非平衡力，当且仅当

jK K= 时为共线平衡力(对于AB面还包括拉应力载

荷关系)，不平衡力通过刚性滑裂面的连接节点传递

达到宏观整体极限平衡。这种连接节点上的不平衡

力传递，当各滑裂面在同一方向时不难理解，当各

滑裂面不在同一方向时，即连接节点两侧受力成为

非共线不平衡二力系统问题。如果始终站在保守理

论力学观点范畴，并把安全系数计算概念模型状态

误认为就是实态—连接节点就是一个孤立的空间实

际点，来看待此问题时，那就永远不会理解也不可

能理解，甚至会质疑本文力学理论模型为谬误。力

的保守性仅是人们对客观事物主流性质的概化认

识，而非主流的耗散特性被忽略的认识论观点，现

实问题的任何一个滑动稳定受力现象都包括能量消

耗的耗散力作用影响，考虑耗散问题才是自然规律

本质现象的真实揭示。连接节点不是孤立的空间实

点，是抗滑稳定安全系数计算模型状态的概念点，

在耗散理论力学范畴中，体系的所有连接节点上的

合力将在耗散力影响最小的方向上达到整体受力平

衡，研究体系这些连接节点的平衡就等同于研究整

个体系的平衡问题，因为研究整个体系时连接节点

的受力成为体系的内力。故，复杂滑裂面有限元应

力极限平衡抗滑稳定计算理论研究已经属于非保守

耗散理论研究范畴，必须用耗散力极值条件的平衡

关系才能获得理论真实解。关于这一理论范畴的清

晰认识是正确理解本文模型属于理论计算模型的关

键问题所在。 
有限元方法具有严密的力学理论原理支持，如

果在此平台上的抗滑稳定计算模型又具有以极值条

件为理论基石的耗散理论原理支撑，那么由此力学

模型计算得到的抗滑稳定安全系数还不能称其为理

论解吗？难道还不具有无比优越特性和公信力吗？ 
当安全系数为 K 时图 2(b)整体宏观极限平衡状

态，在与水平夹角成θ 的投影方向平衡条件可得 

0 0 0 0
2

3 3
1

2

n
1 1

( )cos ( )sin

[( )cos( )] ( )cos( )

sin( ) sin( )

j j j
j

e
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j i
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l N
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=
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⎡ ⎤+ − + −⎢ ⎥⎣ ⎦

∑
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3 n3
1

sin( ) sin( ) 0
e

i i
i

N lβ θ σ β θ
=

− + − =∑         (8) 

把每一滑裂面法线方向的平衡条件(实态)式(1)
代入式(8)得 

0 0 0 0( )cos ( )sinP Q T Sθ θ− + − +  
2

3 3
1

( )cos( ) ( )cos( ) 0j j j
j

T S T Sα θ β θ
=

⎡ ⎤− + + − − =⎣ ⎦∑ (9) 

把每一滑面切向可提供的抗滑力式(6)，(7)(概
态)代入式(9)，可得安全系数计算式： 

2

n
0 1

3 n3 3 3 0
1

2

n n3
0 1 1

cos( )

cos( ) cos

cos( ) cos( )

e

j ji i j j j
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1

cosii
i el

lσ θ
=

⎤
⎥⎦

∑ 拉
，

                        (10) 

由式(10)可知安全系数 K 随投影方向θ 的变化

而变化。某一个安全系数 K 必然对应于一个特定的

投影方向θ ，在此安全系数下每一个滑裂面方向的

可用抗滑力 jS 与滑动力 jT 是共线非平衡力 (当

jK K= 时为共线平衡力)；整个体系的抗滑矢量力 S
由各滑裂面的可用抗滑力 jS 组成，体系的滑动矢量

力 T 由各滑裂面的滑动力 jT 组成，体系的抗滑矢量

力 S 和滑动矢量力 T 是非共线力，在特定的投影方

向θ 上极限平衡。 
各滑裂面上的共线不平衡力 j jT S− 在垂直于特

定投影方向θ 的合力若具有最小值，也就是可用抗

滑力 jS 矢量合与滑动力 jT 矢量合的总矢量力 stF 具

有最小值—耗散力具有最小值。垂直于投影方向的

不平衡力的合力 stF 为 
2

st 3 3
0

( )sin( ) ( )sin( )j j j
j

F T S T Sα θ β θ
=

= − + − − − +∑  

0 0( )sinP Q θ−                         (11) 

由 st / 0F θ∂ ∂ = 为求解体系总矢量力最小的极

值条件，同样可以得到式(10)。即，由式(10)确定的

安全系数不仅是表达了特定方向的体系抗滑稳定受

力极限平衡条件，而且包含着满足体系极限平衡条

件时，总不平衡矢量力处于极小值—体系的总耗散

力为极小值更深一层次的物理力学含义。更确切地

说，式(10)确定的安全系数不仅是符合保守理论极

限平衡要求，同时也具有耗散理论范畴极值基本原

理根据。此为投影方向极值原理的第一层极小值概
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念。 
式(10)包含了 2 个未知量 K 和 θ，可以有无穷

组适合方程的解，那么哪一组解才是体系客观真实

稳定安全系数解呢？许多学者提出了不同的投影方

向计算方法，如滑动力方向[4，6，20]、抗滑力方向[7，9]、

下游主抗滑面方向[21]，对于非共线不平衡受力系统

人为确定平衡投影方向的力学实质是在假设不平衡

合力的方向，都有人为假定误差因素影响，不可能

是理论解[22]。 
根据本文创立的投影方向极值原理第二层极值

概念：(1) 滑动破坏极限平衡时，体系不平衡耗散

力消耗的能量最小，即各滑面的不平衡力在体系总

耗散力方向的分力(总不平衡矢量力方向的分力)沿
不平衡力自身产生的可能虚位移所做功最小；(2) 
滑动破坏极限平衡时，体系不平衡力产生的变形能

达到最大，即各滑裂面的不平衡抗力在体系滑动方

向的分力(极值投影方向的分力)沿不平衡抗力自身

可能虚位移所做的功最大，即体系抵抗滑移破坏的

变形能量达到最大。 
不平衡力在总耗散力方向的分力 ( )j jT S− ⋅  

sin( )jα θ+ ，不平衡力产生的可能虚位移正比于

( )j jT S− 反比于滑面剪切变形刚度 j jG L ，方向沿着

滑裂面方向，所以体系耗散总能量： 
2

2 2 2
3 3

0

1( ) sin ( ) ( )j j j
j j j

W T S T S
G Lθ α θ⊥

=

= − + + − ⋅∑  
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同理沿滑动方向(极值投影方向)的体系变形总

能量为 
2

2 2 2
3 3

0

1( ) cos ( ) ( )j j j
j j j

W T S T S
G Lθ α θ

=

= − + + − ⋅∑  

2 2 2
0 0

3 3 0 0

1 1cos ( ) ( ) cos
l

P Q
G L E L

β θ θ− + −  (13) 
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式(14)并化简可得 
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联立式(10)，(16)两个方程，可以唯一定量地确

定安全系数 K 和投影极值方向角 θ。 
2 个方程式在推导过程中的表面形式是以方向

一致且力学指标相同的 4 个平面给出，仅仅是为了

论述方便和读者更易理解，当把平面域缩小到一个

点理论原理仍然适合，只是数学公式形式不同而已。

故，本文模型原理可以针对每一个实际点的宏观整

体抗滑稳定安全系数研究。 
 
4  计算原理方法步骤及计算程序过程 
 

(1) 采用成熟的弹塑性有限元程序，如：ANSYS，
ADINA，ABQUS，FLAC3D等，计算考虑塑性变形

影响的应力场并将计算成果导出保存。 
(2) 根据工程实际地质条件确定可能滑裂面形

态，或部分滑裂面按搜索方法确定，本文计算采用

搜索下游反向滑裂面的起始位置 XD 及倾角 β 的方

法参见孙建生和侯爱民[23]的研究。 
(3) 根据滑裂面形态计算各滑裂面通过单元的

法向应力和切向应力，确定滑裂面上的作用荷载。 
根据有限元应力微元体的任意斜截面的应力计

算公式，确定指定斜截面上计算点的法向正应力和

切向剪应力分布：当计算点在单元中按单元应力双



• 868 •                                       岩石力学与工程学报                                       2018年 

 

向线性插值确定；当点在单元边上按单元节点距离

线性插值，并且相邻单元的插值结果取平均；当点

在节点上采用绕节点单元应力的平均值。 
(4) 依据投影方向极值原理计算安全系数。 
依据以上原理开发研制与 ANSYS 分析软件数

据接口的 FORTRAN 90 语言通用计算程序，程序计

算方法包括投影方向极值原理平衡法、滑裂面有限

元应力代数和法、滑动力合矢量方向及抗滑力合矢

量方向投影平衡法等。 
有限元应力宏观极限平衡抗滑稳定计算程序总

框图见图 3。 
 

 开始 

读入稳定计算控制数据文件 

读入有限元计算应力场数据 

滑裂面形态搜索控制 Xd，β 

滑裂面通过单元边界点的应力计算

滑裂面上的切向、法向应力计算及其求和

计算安全系数 K 

判断滑裂面搜索参数是否极值？

输出最小安全系数及滑裂面形态计算结果

结束 

按搜索方法 
设置形态 

是 

 
图 3  应力载荷极限平衡抗滑稳定计算程序总框图 

Fig.3  Flowchart of calculation for anti sliding stability with  
limit equilibrium under stress load 

 
5  计算理论模型算例合理性论证 
 
5.1 投影极值方向计算理论模型通过标准考题

EX1C 和 EX3B 的考证 
为了方便读者检验本文研究理论模型及相应结 
 

论的正确可靠性，首先选用具有刚体极限平衡法计

算结果的边坡标准考题算例 EX1C 及 EX3B(澳大利

亚计算机协会 ACADS 边坡稳定计算程序考题)，考

题具体尺寸及计算参数见陈祖煜[24]的研究。计算结

果及相关研究文献的成果一并列入表 1。 
本文考题有限元应力场计算采用 ANSYS 软件

的 D-P 模型，塑性屈服准则根据应力空间莫尔–库

仑六棱锥相等底面积圆锥条件确定[25]。抗滑稳定计

算影响区域的单元边长最大不超过 0.25 m。自重分

为 10 个荷载增量子步，计算机时 3 min(机型 2008
年联想启天 M690E)。考题 EX1C 为非均质边坡，

没有给出相应最危险滑裂面的圆心坐标及半径，本

文采用自编的土坝边坡稳定程序 EDSP 简化毕肖     
普法计算确定的最危险滑面的圆心坐标(34.52 m，   
43.44 m)半径 19.111 m(分条 30 个)，并与陈祖煜[24]

给出最危险滑裂面图形对比高度重合。考题 EX3B
为坡底含有软弱土层的给定折线滑裂面的边坡稳定

计算问题。 
考题 ANSYS 有限元应力计算成果等效塑性应

变见图 4。考题滑裂面上的滑动力、相应安全系数

时实际提供的抗滑力、投影极值方向及耗散力的方

向大小见图 5，每个箭头表示一段计算面。下面为

计算结果分析论证。 
(1) 有限元等效塑性应变云图输出最小单位 10－3 

(小于 0.001 为灰色区)，由图 4 可知： 
EX1C 最大值 26.9×10－3位于坡脚，大部分区域

在 15×10－3 以内，最危险滑面通过距坡脚水平 0.5 m
的点属于较大塑性应变区；坡内滑面通过区域基本

在 5×10－3 以下的有色区；坡顶偏下较小区域通过小

于 1×10－3 的灰色区。 
EX3B 最大值 73.1×10－3位于软弱层内，滑面通

过软弱层区域 31×10－3～62.7×10－3 的较大塑性变形 

表 1  标准考题 EX1C 及 EX3B 安全系数计算结果汇总 
Table 1  Safety factors of the standard test questions EX1C and EX3B 

考题 EX1C 考题 EX3B 
计算方法 计算程序 

安全系数 相对差异/% 安全系数 相对差异/%
备  注 

推荐裁判答案 Donald 1.390 0 －2.96 1.340 －0.31 
SSA(Baker) 1.390 0 －2.96 1.37 +1.88 

STAB(陈祖煜[24]) 1.385 0 －3.33 1.265 －6.26 
GWEDGEM 1.390 0 －2.96 1.34 －0.31 

EMU 1.390 0 －2.96 1.34 －0.31 
Fredlund 1.406 0 －1.79 1.261 －6.60 

EDSP(孙建生自编土坝) 1.386 3 －3.23   

刚体极 
限平衡法 

郑 宏等[2]   1.338 －0.46 

本文研究成果有限元应力精度：考

题 EX1C 滑体总重：1 529.10 kN；

有限元滑面应力铅直：1 530.44 kN，

水平：4.77 kN。考题 EX3B 滑体

总重：3 547.03 kN；有限元滑面应

力铅直：3 556.95 kN，水平：2.90 
kN；θ 负投影角(推导向上为正) 

投影方向极值理论解 1.431 1/θ = 45.533 0°  1.344 2/θ =39.857 3°  
应力代数和法 1.419 4 －0.82 1.341 7 －0.19 

滑动力合矢量方向投影 1.411 9/θ =21.910 1° －1.34 1.346 9/32.304 5° +0.20 
本文有 
限元法； 

抗滑力合矢量方向投影 1.413 3/θ =23.685 0° －1.24 1.347 2/31.446 6° +0.22 

考题 EX1C 滑动矢量方向投影：葛

修润[4]1.384/21.51°；有限元强度储

备 1.578；刘艳章等[6]1.389/21.28°
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(a) 考题 EX1C 

 

 
(b) 考题 EX3B 

图 4  等效塑性应变云图 
Fig.4  Equivalent plastic strain distribution 
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(b) 考题 EX3B 

图 5  矢量平衡图 
Fig.5  Diagrams of vector balance 

 
带；坡脚反向滑面通过区域最大值 15×10－3 一般在

11.2×10－3 以内，坡脚塑性区域范围较大；坡内滑面

通过区域接近有色区的灰色区带小于 1×10－3。 

滑裂面通过区域的等效塑性应变数值大小反应

了滑裂面上的剪应力分布特征，数值越大塑性发展

越充分，剪应力就越接近极限剪切强度或等于之，

分布曲线越平缓。如果各段滑裂面尺寸相近：则滑

裂面的滑动力矢量的相对大小关系可以间接反应剪

应力的分布特征和塑性程度，矢量力大小越接近剪

应力分布越均匀塑性变形发展越充分；在高塑性区

正应力分布也趋于均匀，抗滑力矢量力的大小相对

关系也间接反应了法向应力分布均匀程度，但逆论

不一定成立，抗滑力矢量分布均匀未必就一定是塑

性区。这些观点是塑性力学理论基本概念原理，读

者可以依此考查本文稳定理论模型得到矢量图关系

和 ANSYS 有限元软件计算得到塑性区分布关系是

否吻合。 
(2) 图 5 是根据投影方向极值原理相应的安全

系数计算输出每一滑面的滑动力和实际使用抗滑力

数值，按比例通过 CAD 精准绘制矢量大小方向得

到，图 5 中采用自动标注的矢量方向角与计算值吻

合，可用来检验本文不同计算方法结果的矢量方向

及安全系数是否正确，并且与理论模型原理是否具

有最直观相互印证。由图 5 可知： 
2 个土质边坡稳定计算考题的滑动力矢量与抗

滑力矢量的方向夹角分别为 1.78°和 0.86°，因夹角

较小，人为选择投影方向安全系数计算结果受耗散

力影响也小，矢量平衡图揭示了投影方向的差异，

表 1 中按滑动力矢量方向和按抗滑力矢量方向计算

结果与投影方向极值理论解差别较小。同时也进一

步说明如果仅仅按土质边坡稳定考题对比考证的计

算模型，特别是通过安全系数接近 1 的考题对比考

证，是不适用于重力坝深层抗滑稳定模型情况，不

仅是夹角大而且安全系数要求也大，误差正比于两

者的乘积。计算成果数据印证了矢量投影方向极值

理论考虑矢量夹角影响的合理科学性。 
EX1C 滑裂面通过区域的等效塑性应变值数值

较小且变化幅度小，滑面的滑动力和抗滑力比较均

匀变幅不大，2 个合矢量的夹角主要由中上部滑面

的滑动与抗滑力分布变化形成。 
EX3B 软弱层及坡脚反向滑面的滑动力和抗滑

力大小变化更接近均匀已经为塑性特性，特别是反

向滑面的阻滑效果已经丧失，故对夹角影响很小。

所以，具有反向滑面的土质边坡当不考虑其塑性按

弹性或刚体计算时会比考虑了塑性影响的安全系数

计算结果要偏大。 
(3) 由抗滑稳定安全系数计算表 1 可知： 
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EX1C 投影方向极值理论解安全系数为 1.431 1
比其它简化方法计算结果都大。比刚体极限平衡

1.39 大 2.92%，比应力代数和法 1.4194 大 0.82%。 
EX3B 投影方向极值理论解安全系数为 1.344 2

与其它简化方法结果差异－6.60%～+1.83%。比刚

体平衡 1.34 大 0.31%，比应力代数和法 1.341 7 大

0.19%。 
综合以上分析可以得出研究结论： 
① 对于一个塑性影响小且通过区域均匀的滑

面，投影方向极值理论解大于所有刚体平衡方法安

全系数解约 3%，说明现行简化方法此时是偏于安

全的；② 但对于一个塑性影响较大(滑动能量较大)
的滑裂面，特别是反倾向滑面的塑性区域较大时，

刚体极限平衡法已经接近或有些方法已大于本文模

型理论解，表明此时刚体极限平衡有些方法简化存

在一定安全隐患；③ 在滑动力与抗滑力矢量夹角较

小的土质边坡稳定计算时，滑裂面有限元应力代数

和法的计算结果是最接近理论解并且略偏于安全

的，而沿滑动力合矢量方向投影或抗滑力合矢量方

向投影平衡方法计算结果相对于理论模型解具有波

动性，当塑性区域影响小时小于理论解，而塑性区

域影响大时大于理论解，具有稳定安全隐患，故不

能被推广采用。 
滑裂面滑动能量的不同(滑裂面通过塑性区域

塑性程度不同)，刚体极限平衡方法与本文理论解的

相对接近程度揭示了刚体极限平衡简化条件的实际

偏差，突显了本文理论模型安全系数解与滑动能量

影响的滑动可能性具有密切关联性。 
5.2 重力坝深层抗滑稳定算题考证 

根据规范[26]附录E推荐的重力坝深层双斜面等

安全系数刚体极限平衡抗滑稳定计算方法(简称双

斜面法)，选择适用算题主要控制尺寸：坝高 98 m，

坝顶宽 8 m，坝底宽 73.5 m，上游水深 95 m 下游水

深 0，坝基排水孔扬压力折减系数 0.25(折减点距坝

踵 9 m)，坝体容重 24 kN/m3。坝踵处软弱层深度        
5.5 m、倾向下游 5°、厚度 0.03 m，抗剪断强度 f1 = 
0.6，c1 = 0.25 MPa。岩体的抗剪断 f2 = 1.0，c2 =        
1.2 MPa，岩体容重 26 kN/m3。 

双斜面法计算时，坝踵到软弱面按开裂考虑并

计入上游水压力作用。下游坝趾处铅直分界面上的

作用力倾角分别按水平方向 0ψ = °(简称双一法)、
按下游岩层的抗剪摩擦因数及安全系数考虑倾角[27] 

1
2tan /f Kψ −= (简称双二法)。根据搜索计算确定下

游最危险滑裂面的倾角 β 分别为31.90°和23.36°对
应最小安全系数已列入表 2。 

考虑有限元塑性变形影响的应力场计算模型参

数见表 3。稳定计算影响域单元边长最大尺寸 0.3 m。

模型共计剖分单元 115 390 个，求解自由度数    
231 732 个。自重分为 2 个荷载步施加，水压力分为

4 个荷载步施加，每一个荷载步又分为 4 个荷载增

量子步，塑性迭代收敛计算控制条件采用不平衡力

平方和的开方小于 0.001 倍施加力，扬压力按浮容

重体积力施加，计算机时 22 min。上游坝踵岩层有

限元应力计算过程采用实际工程情况。在投影方向

极值稳定计算时，为了考证理论模型及程序与规范

方法的对应情况分别按开裂和考虑抗拉折合强度

1.0 MPa 计算，并把坝基软弱层分为 3 段，模拟多

滑面情况。有限元计算模型及加载见图 6。 
根据 ANSYS 有限元单元塑性应力场，有限元

极限平衡抗滑稳定计算成果见表 2。 
根据 ANSYS 有限元计算成果等效塑性微应变

的分布(由于软弱层厚度尺寸小无法全局图示，只给 
 

表 2  规范双斜面法确定滑面形态的投影方向极值理论解、应力代数和法成果 
Table 2  The safety factors of the sliding planes in the extreme projection direction，the algebraic sum of stress for the standard  

method 

双一：下游滑面倾角 31.90° 双二：下游滑面倾角 23.36° 
计算方法 

安全系数 K 相对差异/% 安全系数 K 相对差异/% 
备注 

刚体极限平衡双一法 2.035 9 －30.40 2.1029 －26.24 

刚体极限平衡双二法 2.670 0/ψ = 20.532 5° +0.57 2.566 6/ψ = 21.286 9° －3.44 

投影方向极值理论解 2.654 8/θ = 11.330 6°  2.683 0/θ = 5.900 7°  

应力代数和 2.642 3 －0.47 2.667 2 －0.59 

滑动矢量力方向投影 2.617 1/θ = 4.364 7° －1.44 2.675 4/θ = 3.894 3° －0.03 

抗滑矢量力方向投影 2.653 5/θ = 11.094 2° －0.05 2.693 0/θ = 8.522 5° +0.37 

与规范方法对应坝踵 AB
面开裂考虑情况： 

有拉应力载荷，拉力区抗

力为 0 

投影方向极值理论解 2.789 4/θ = 8.768 3°  2.808 9/θ = 3.933 2°  

应力代数和 2.841 0 +1.81 2.853 9 +1.58 

滑动矢量力方向投影 2.810 1/θ = 4.364 7° +0.74 2.808 7/θ = 3.894 3° －0.01 

抗滑矢量力方向投影 2.761 1/θ = 11.947 9° －1.02 2.835 1/θ = 9.430 7° +0.92 

抗拉考虑情况： 
抗拉折合允许值 
按 1.0 MPa 考虑 
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表 3  弹塑性有限元模型计算参数 
Table 3  Parameters of elastoplastic finite element model 

材料 变形模 
量/MPa 泊松比 容重/ 

(kN·m－3)
浮容重/ 

(kN·m－3) 
内摩檫

角/(°) 
黏结 

力/MPa

坝体砼 2.10×104 0.167 24.0 14.0 58.50 1.872 

坝基岩体 1.50×104 0.22 26.0 16.0 45.00 1.200 

夹层 0.25×104 0.28 23.0 13.0 30.96 0.250 

底部岩体 1.50×104 0.22 26.0 16.0 软弱层以下的岩体

按弹性计算 
      

出局部，输出等效塑性应变最小 10×10－6，软弱层

等效塑性变最大值为 1 197×10－6 位于坝趾下游 9 m
处，坝趾正下方 390×10－6，坝踵正下方 510×10－6

且变化梯度远大于坝趾，坝基内软弱层在 10×10－6

以下区域较大；坝踵点岩体塑性最大值 819×10－6，

大于 150×10－6 区域深度 3 m 带宽 2 m，见图 7；坝

趾点处岩体塑性区域范围很小且最大值150×10－6大

部分在 25×10－6 以下。重力坝深层稳定分析的真实

受力状态塑性区域主要是软弱层及坝踵区域，下游

主抗滑区的塑性影响与土质边坡稳定考题情况具有

本质区别，因此，重力坝抗滑稳定计算模型仅通过

土质边坡稳定考题的安全系数对比考查，本身就是 
 

 

图 6  有限元计算模型及加载 
Fig.6  Finite element calculation model and loading 

 

 
图 7  坝踵处等效塑性应变云图 

Fig.7  Equivalent plastic strain distribution at the dam heel 

塑性对于深层稳定影响力学概念不清的表现。通过

对比安全系数大小相对差异评价方法可靠性的思维

只适用于简化方法之间比较，而理论模型方法是通

过滑动变形规律特征与安全系数计算结果的规律一

致性进行论证，因为理论真实解不可能与简化方法

解一致，否则，那怎么还能是理论模型解呢？如果

完全一致，要么各种简化方法假设完全合理逼真，

要么理论方法就一定是伪科学理论。 
理论模型解与简化方法解的差异大小真正揭示

了简化条件与实际情况的偏差所形成的误差，这种

对比存在的差异大小正在告诉人们现行规范评价标

准实际安全裕度究竟是多少，简化计算方法究竟还

有没有再挖掘改良的余地。 
对于同一坝基稳定问题：规范推荐的刚体极限

平衡方法由于分界面上的作用力方向角假设条件的

不同安全系数增大 2.035 9～2.566 6，相对变化

26.0%，而本文理论模型解方法不同安全系数增大

2.654 8～2.683 0，仅仅是因滑面形态变化增大

1.06%。这一点充分展示了本文模型解与简化方法

存在本质区别和本文理论模型的研究意义重大。 
纵观 4 个滑动面计算结果：对于一个滑动能量

较小的滑面投影极值方向理论解安全系数最大(与
滑动能量极值点对应)，其他简化方法都在能量较小

一侧偏于安全的估计值，如 EX1C 滑面塑性小滑动

能量小，又如塑性区一致但双斜面方法一的下游滑

面倾角大，滑动能量相对小于下游滑面倾角平缓的

双斜面法二的滑面；对于一个滑动能量较大的情况，

滑动能量已经接近最大，因简化经验方法没有考虑

滑动能量条件，就有可能偏离最大滑动能量实际情

况，过高估计安全系数使计算结果超过本文的能量

极值解而偏于危险。 
应力代数和方法在力的矢量性力学概念上具有

缺陷，虽然在土质边坡及重力坝深层抗滑稳定的考

虑开裂情况与理论模型解差异较小，但是，当考虑

上游抗拉性能时计算成果大于理论模型解，并且当

考虑下游滑裂面位置时，应力代数和法始终大于理

论解，偏于危险。但是，应力代数和方法比人为设

定滑动力方向投影或抗滑力方向投影计算成果与理

论解的相对差异变化要小。本文认为应力代数和法

也不宜用于坝基抗滑稳定计算研究。 
重力坝深层稳定算例的法向、切向应力在水平

铅直方向的分量计算值与理论值如下： 
双斜面法一：理论值水压力 44 267.6 kN，铅直

力 = 自重+岩重－扬压力－廊道重= 86 558.1 kN； 
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有限元滑裂面应力水平力 44 234.7 kN，铅直力

86 499.6 kN，相对误差 0.07%和 0.13%。 
双斜面法二：理论值水压力 44 267.6 kN，铅直

力 = 自重+岩重－扬压力－廊道重 = 87 365.1 kN； 
有限元滑裂面应力水平力 44 204.1 kN，铅直力

87 294.1 kN，相对误差 0.14%和 0.08%。 
图 8 为重力坝算例的投影方向极值原理计算结

果矢量平衡图，由图可知，滑动力与抗滑力合矢量

的夹角分别为 6.73°和 4.63°，   远大于土质边坡稳定

考题情况，相应安全系数的软弱层实际抗滑力小于

滑动力，而下游主抗滑面的实际抗滑力大于滑动力，

是深层抗滑稳定计算模型不平衡力产生的主要因

素，也是坝基稳定计算不同于土质边坡稳定计算的

根本原因。 
图 9 为双斜面法二下游滑面倾角β = 23.36°，耗

散能量(式(12))、变形能量(式(13))及安全系数(式
(10))随投影方向角θ 的变化关系曲线，由图 9 可知

能量极值点位置与计算成果一致(θ = 5.900 7°)。 
投影方向极值理论模型的合理可靠性论证到此

应当自有结论，为了本文研究成果的完整性和本文

具有更大科学研究利用价值列出以下研究成果供读

者参考。 
根据本文理论模型并考虑下游滑裂面位置 XD

及倾角 β 的搜索情况，可得出： 
(1) 当下游滑裂面折点位置就在坝趾处 XD = 0

时，分别采用投影方向极值理论和应力代数和法，

搜索下游滑裂面倾角，最危险滑面倾角相同 β = 
29.01°，最小安全系数分别是 2.6536/θ = 9.067 2°，
2.696 2。 

对于现行规范仅考虑坝趾分界面时，抗力角按

水平 0ψ = °的双斜面法安全裕度为 30.34%，即便是

抗力角按 1
2tan ( / )f Kψ −= 的双斜面法安全裕度为

3.39%。建议未来规范再次修订时在更多工程实际

计算研究结论的基础上可以考虑推荐抗力角ψ =  
1

2tan ( / )f K− 的双斜面法稳定简化计算方法。 
(2) 当下游滑裂面位置 XD及倾角 β 同时搜索： 
理论模型解滑裂面 XD = 23.975 m，β = 57.23°，

最小安全系数 2.226 5，投影角θ = 18.450 8°；应力

代数和法 XD = 27.138 m， β = 54.08°，最小安全系

数 2.326 4。应力代数和法安全系数大于理论解

4.49%，存在安全隐患，下游滑裂面位置起始点比

理论解更靠下游，远离了软弱层最大塑性点坝趾下

游 9 m，偏离了极值能量点。计算结果规律说明：

当建基面与下游岩层表面齐平时，第二滑裂面起始

不在坝趾处，此种情况必须研究第二滑裂面的位置

参数影响，从变形能量角度考虑在软弱层最大塑性

区下游的研究成果是可靠，并且此时最小安全数与

有限元强度折减法具有相互验证性。 
本文采用 ANSYS 有限元 D-P 模型，仅对软弱

层的抗剪强度参数折减，计算成果见图 10，判断[28]

安全系数为 2.1～2.3，强度折减系数 2.35 时有限元

塑性迭代计算不收敛。 
综上可得，滑裂面有限元塑性应力载荷作用，

投影方向极值原理宏观刚性滑裂面极限平衡边坡和

重力坝深层抗滑稳定计算理论模型，不仅模型适用

于复杂坝基滑裂面情况更贴近工程客观实际，而且

极限平衡方程求解方法消除了投影方向、刚体分界

人为假定不确定因素影响，并考虑了滑动方向影响 
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(b) 规范推荐双斜面法二矢量图 

图 8  规范推荐刚体极限平衡等安全系数法考证算例矢量平衡关系 
Fig.8  Diagrams of vector of limit equilibrium method with the same safety factor for example on Standard recommendation  
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图 9  下游滑面β = 23.36°能量、安全系数随投影角变化 

Fig.9  Curves of energy and safety factor varied with the  
projection angle when lower plane β = 23.36° 
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(b) 

图 10  有限元强度折减法特征点位移随折减系数变化图 
Fig.10  The curves of displacement at characteristic point  

varied with the strength reduction factor in finite  
element 
 

的体系耗散能量和变形能量极值条件，安全系数计

算结果规律与塑性变形影响规律相互印证更具客观

必然规律性。给出边坡或坝基整体抗滑稳定唯一定

解的极小值安全系数计算成果，既满足投影方向极

限平衡条件又符合滑动能量极值条件更具定量评价

可靠性。模型在满足力学平衡和考虑塑性变形应力

协调影响比刚体极限平衡双斜面法更加完备，等安

全系数计算成果的唯一确定和计算过程避免变形应

力场失真、揭示沿滑裂面的极限平衡抗滑稳定安全

系数力学概念本质定义比有限元超载法或强度折减

法更科学严谨。投影方向极值理论模型可以确定极

值条件滑裂面位置形态，而且可给出具有最大变形

能的滑动方向，抗滑稳定安全系数求解过程限定条

件最少具有客观定量理论解的特征规律。计算模型

理论实质为 2 个极值条件方程确定，计算结果是仅

依赖于有限元应力计算成果和边界条件的客观定量

理论解。 
 
6  结  论 
 

(1) 投影方向极值原理揭示了非共线不平衡耗

散力系统的力学虚功原理和数学误差最小原理。 
(2) 本文计算理论模型，属于有限元微观平衡

理论与宏观刚性滑裂面极限平衡有机融合的耗散理

论能量极值研究成果。 
(3) 能量极值平衡方程是本文理论模型数学原

理的核心内容，不仅把滑动稳定问题的滑动方向与

滑动变形可能性的能量建立了内在必然联系，而且

表达了体系在滑动能量一定条件下极限平衡的耗散

能量与滑动变形势能的极值点客观规律特性，并使

抗滑稳定安全系数与滑面的抵抗变形刚度的力学性

能建立了联系，其力学概念本质是建立了抗滑稳定

安全系数与有限元塑性应力变形能建立了力学内在

联系。 
(4) 宏观极限平衡方程式的力学理论实质是不

平衡耗散力极值条件方程。 
(5) 安全系数计算结果具有客观唯一定量特

性，不仅反映了力的极限平衡关系，而且包含了耗

散能量与变形能量平衡极值关系，安全系数计算公

式直接含有刚度因子反应变形特征，应力载荷间接

体现了应力–应变本构关系和塑性变形规律影响。 
(6) 理论依据：弹塑性应力载荷具有有限元力

学理论依据、投影方向极值原理具有耗散力学理论

支撑、刚性滑裂面极限平衡定义具有宏观理论概念

支持。 
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