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轴力对自由边界 Ｔｉｍｏｓｈｅｎｋｏ梁
横向动特性影响研究

王　乐，余慕春

（中国运载火箭技术研究院，北京　１０００７６）

摘要：从Ｔｉｍｏｓｈｅｎｋｏ梁平衡方程出发，结合梁的内力和位移参数的关系，建立了轴力作用下 Ｔｉｍｏｓｈｅｎｋｏ梁自由振动
偏微分方程；采用分离变量法求解自由边界轴力作用下Ｔｉｍｏｓｈｅｎｋｏ梁自由振动方程；给出了求解Ｔｉｍｏｓｈｅｎｋｏ梁固有
频率的方程。在自由边界无轴力作用条件下，将固有频率计算结果与 Ｅｕｌｅｒ梁计算结果对比，验证了给出的梁运动
方程求解方法的正确性；为了估算轴力对导弹横向动特性的影响，建立了截面为环形的 Ｔｉｍｏｓｈｅｎｋｏ梁模型，不同轴
向压力下横向固有频率计算结果表明，轴向压力对最低阶频率的影响最大，阶次越高影响越小。
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　　导弹的横向动特性对其在飞行过程中的稳定性及动载
荷等有较大影响，在飞行过程中，导弹除了承受横向载荷，还

要承受由发动机推力、气动阻力等导致的很大的轴向载荷。

轴向载荷会对导弹的横向动特性产生一定的影响，在某些情

况下，例如在计算潜射导弹出筒或出水过程的横向载荷时，

这种影响是不可忽视的，因此有必要研究其对横向动特性的

影响程度。由于导弹是细长体，其横向动特性一般采用梁模

型进行计算，很多学者也用梁模型研究轴向载荷对横向动特

性的影响。对于Ｅｕｌｅｒ梁在轴向力作用下的横向振动，已经
有一些文献进行了研究。宋健［１］给出了轴向力作用下求解

等截面Ｅｕｌｅｒ梁横向动特性的解析方法，研究了推力和空气
阻力对火箭横向振动频率和振型的影响；张广芸等［２］给出了



轴力对于Ｅｕｌｅｒ梁横向振动固有频率影响系数的高精度表达
式；张光辉等［３］基于Ｅｕｌｅｒ梁理论，研究了轴向荷载对锚杆横
向振动影响；龚善初［４］研究了简支 Ｅｕｌｅｒ梁在轴向载荷作用
下固有频率与轴向载荷的关系。

Ｔｉｍｏｓｈｅｎｋｏ梁理论［５］在模型中引入了剪切变形和转动

惯量，与Ｅｕｌｅｒ梁理论相比，其模型更准确，在工程设计中得
到了广泛应用［６－９］。刘吉源等［１０］利用瑞雷法得到任意边界

条件下梁固有频率的泛函方程，建立了轴力作用下两端固支

Ｔｉｍｏｓｈｅｎｋｏ梁的频率方程，讨论了轴向力、转动惯量和剪切
变形对解的影响；王英华［１１］建立了潜射导弹的 Ｔｉｍｏｓｈｅｎｋｏ
梁有限元模型，将轴力产生的预应力加入梁单元中进行模态

分析，计算了出水过程中轴向载荷对潜射导弹横向振动特性

的影响，对于自由边界条件下Ｔｉｍｏｓｈｅｎｋｏ梁在轴向力作用的
横向振动问题，有必要用解析的方法进行研究。

本文给出了轴力作用下 Ｔｉｍｏｓｈｅｎｋｏ梁自由振动的偏微
分方程，采用分离变量法求解，给出了轴力作用下自由边界

Ｔｉｍｏｓｈｅｎｋｏ梁固有频率的控制方程。建立了截面为环形的
自由边界Ｔｉｍｏｓｈｅｎｋｏ梁模型，计算了轴力对Ｔｉｍｏｓｈｅｎｋｏ梁横
向动特性的影响，本文给出的计算方法对导弹横向动特性设

计具有一定的参考意义。

１　轴力作用下Ｔｉｍｏｓｈｅｎｋｏ梁自由振动方程

　　设梁的材料密度为ρ，长度为 ｌ，作用在梁两端的轴向压
力为固定值Ｔ，作用在梁上单位长度的横向力为 ｑ１，如图１
所示，梁的单位长度的惯性力和惯性力矩分别为 ｑ和 ｍ，梁
截面的线位移为ｙ，角位移为φ，截面的面积为Ａ，绕横轴的惯
性矩为Ｉ。

图１　轴力作用下梁的受力图

　　由梁的内力和位移参数的关系可知
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式（２）中Ｃ是截面的抗弯刚度，为
Ｃ＝ｋＧＡ （３）

其中ｋ是Ｔｉｍｏｓｈｅｎｋｏ梁截面的剪切系数。
设梁的截面为等截面，作用在梁上的横向力 ｑ１不随时

间变化，可得Ｔｉｍｏｓｈｅｎｋｏ梁模型的运动方程为
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式（４）中Ｔ
２ｙ
ｘ２
是轴力对Ｔｉｍｏｓｈｅｎｋｏ梁模型的影响项。

２　轴力作用下自由边界Ｔｉｍｏｓｈｅｎｋｏ梁自由
振动方程的求解

　　为了求解式（４），采用变量分离法，令

ｙ＝Ｗ（ｘ）ｓｉｎ（ωｔ＋φ） （５）

式（５）中，Ｗ（ｘ）是振型，ω是梁的固有频率，将式（５）代入式

（４），可得

ＥＩＷ″″（ｘ）－ρＡω２Ｗ（ｘ）＋ρＩ（１＋ＥｋＧ）Ｗ″（ｘ）ω
２＋

ρ２Ｉ
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令Ｗ（ｘ）＝Ｄｅλｘ，由式（６），可得

ＥＩλ４＋［ρＩ（１＋ＥｋＧ）ω
２＋Ｔ］λ２＋ρ

２Ｉ
ｋＧω

４－ρＡω２ ＝０（７）

式（７）是关于λ的四次方程，令

Ｂ＝ρ １
Ｅ＋

１( )ｋＧω２＋
Ｔ
ＥＩ （８）

可得λ的４个根分别为

λ１，２ ＝±ａ１
λ３，４ ＝±ａ２
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（９）

其中
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ρＡω２( )槡 ＥＩ
槡 ２ （１１）

则Ｗ（ｘ）的形式可写为

Ｗ（ｘ）＝Ｃ１ｃｏｓａ２ｘ＋Ｃ２ｓｉｎａ２ｘ＋

Ｃ３ｃｏｓｈａ１ｘ＋Ｃ４ｓｉｎｈａ１ｘ （１２）

　　对于两端自由的梁，其边界条件为

Ｍ ＝０，ｘ＝０，ｌ
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（１３）

　　梁的线位移和角位移有如下关系式

－ρＡＣ
２ｙ
ｔ２
＋

２ｙ
ｘ２
＝φ
ｘ

（１４）

　　将上式对ｘ进行积分，得

ｙ
ｘ
－φ＝ρＡＣ

２

ｔ２∫ｙｄｘ （１５）

　　由式（１），式（２），式（１３），式（１４）和式（１５），可得式（４）

的边界条件为

－ρＡＣ
２ｙ
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＋
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ｘ２
＝０ ｘ＝０，ｌ
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（１６）

　　将式（５）代入式（１６）可得
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　　将式（１２）代入上式，可得
当ｘ＝０时，有
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＋
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（
ρＡ
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　　当ｘ＝ｌ时，有
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　　令ｋ１＝ａ１／ａ２，ｋ２＝（ρω
２－ａ２２ｋＧ）（ρω

２＋ａ２１ｋＧ），

可得
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　　式（２０）是关于Ｃ１和Ｃ２的线性方程组，为了使得 Ｗ（ｘ）

有非零解，则Ｃ１和Ｃ２必有非零解，因此有
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（２１）

　　式（２１）是关于 Ｔｉｍｏｓｈｅｎｋｏ梁固有频率 ω的方程，该方
程为超越方程，解此方程即可求得有轴力作用下自由边界

Ｔｉｍｏｓｈｅｎｋｏ梁的固有频率，求出ω后，可求得振型Ｗ（ｘ）。

３　算例

以自由边界的钢质梁为例，设Ｅ＝２×１０１１Ｐａ，Ｉ＝８．３３３×

１０－６ｍ４，Ａ＝０．０１ｍ２，ρ＝７８００ｋｇ／ｍ３，ｌ＝５ｍ，ｋ＝０．８５１。

为了检验式２１计算方法的正确性，在无轴力作用条件下，将
固有频率计算结果与Ｅｕｌｅｒ梁理论进行对比。由文献［１２］和
文献［１３］可知，自由边界Ｅｕｌｅｒ梁的固有频率方程为

ｃｏｓａｌｃｏｓｈａｌ＝１

ω＝ａ２ ＥＩ
ρ槡

{
Ａ

（２２）

令Ｔ＝０，由式（２１）计算Ｔｉｍｏｓｈｅｎｋｏ梁的固有频率，用二分法
求解超越方程，设置搜索步长 ｄω＝０．００１ｒａｄ／ｓ，误差 ｅｐｓ＝

１ｅ－６。由式（２２）直接计算 Ｅｕｌｅｒ梁的固有频率，结果见
表１。

表１　自由边界条件下Ｔｉｍｏｓｈｅｎｋｏ梁和
Ｅｕｌｅｒ梁固有频率对比

阶次 Ｅｕｌｅｒ梁／Ｈｚ Ｔｉｍｏｓｈｅｎｋｏ梁／Ｈｚ 相对偏差／％

１ ２０．８２ ２０．７９ －０．１４

２ ５７．３９ ５７．１５ －０．４２

３ １１２．５０ １１１．６０ －０．８０

４ １８５．９８ １８３．５３ －１．３２

５ ２７７．８２ ２７２．４２ －１．９４

６ ３８８．０２ ３７７．６４ －２．６８

　　由计算结果可知，由式（２１）和式（２２）分别计算 Ｔｉｍｏｓｈ
ｅｎｋｏ梁和Ｅｕｌｅｒ梁的各阶固有频率相近，其中Ｅｕｌｅｒ梁各阶固
有频率均高于Ｔｉｍｏｓｈｅｎｋｏ梁，这是由于 Ｅｕｌｅｒ梁忽略了截面
的剪切变形和转动惯量导致的。

在式（２１）中引入轴向压力，计算不同轴向压力对自由边
界Ｔｉｍｏｓｈｅｎｋｏ梁横向一阶固有频率的影响。计算结果见
表２。

表２　轴向压力对自由边界Ｔｉｍｏｓｈｅｎｋｏ梁
横向一阶固有频率的影响

Ｔ／Ｎ 频率／Ｈｚ 频率变化／％

０ ２０．７９ ０．００

１０００００ １９．１８ －７．７４

２０００００ １７．４１ －１６．２５

３０００００ １５．４２ －２５．８１

４０００００ １３．１２ －３６．８９

５０００００ １０．２９ －５０．５１

６０００００ ６．２５ －６９．９６

６５７９４７ ０．０１ －９９．９３

　　从表２可知，当轴向压力逐渐增大时，自由边界Ｔｉｍｏｓｈｅｎ
ｋｏ梁横向一阶固有频率逐渐降低至零，本文求得的一阶固有

频率降为零时的轴向压力，即临界压力Ｔｃｒ＝６．５７９４７ｅ５Ｎ，这

个结果与文献［１０］相近。
导弹在飞行过程中在主动段往往要承受较大的压缩载

荷，其舱段截面一般为薄壁圆环，为了估算轴向压力对导弹

飞行横向动特性的影响，建立了截面为环形的Ｔｉｍｏｓｈｅｎｋｏ梁
模型，剪切系数ｋ的计算使用文献［１４］的方法，表达式为

ｋ＝ ９６（１＋υ）２

２０４υ２＋４２０υ＋２１９
（２３）

式（２３）中υ是材料的泊松比。采用式（２１）计算方法求得的
前三阶固有频率见表３。其前三阶横向振型见图２。

８３ 兵 器 装 备 工 程 学 报 ｈｔｔｐ：／／ｓｃｂｇ．ｑｋｓ．ｃｑｕｔ．ｅｄｕ．ｃｎ／
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表３　无轴力作用下梁的横向固有频率

阶次 频率／Ｈｚ

１ ９．５２

２ ２３．８２

３ ４１．６６

图２　无轴力作用下梁的前三阶横向振型

　　计算了不同轴向压力对该梁前三阶横向固有频率的影
响，计算结果见表４。

表４　轴向压力对环形截面Ｔｉｍｏｓｈｅｎｋｏ梁
横向固有频率的影响

Ｔ／Ｎ
一阶

频率／
Ｈｚ

变化／
％

二阶

频率／
Ｈｚ

变化／
％

三阶

频率／
Ｈｚ

变化／
％

０ 　９．５２ ０．００ ２３．８２ ０．０ ４１．６６ ０．００

１０００００ ９．４６－０．６３ ２３．７８ －０．１７ ４１．６３－０．０７

２０００００ ９．４ －１．２６ ２３．７３ －０．３８ ４１．５９－０．１７

３０００００ ９．３４－１．８９ ２３．６９ －０．５５ ４１．５６－０．２４

４０００００ ９．２８－２．５２ ２３．６４ －０．７６ ４１．５２－０．３４

５０００００ ９．２２－３．１５ ２３．６０ －０．９２ ４１．４９－０．４１

　　从以上计算结果可见，轴向压力对最低阶频率的影响最

大，阶次越高影响越小。当轴向压力为５０００００Ｎ时，导弹横

向第一阶频率降低３．１５％，第二阶频率降低０．９２％，第三阶

频率降低０．４１％。

４　结论

１）本文给出了轴力作用下 Ｔｉｍｏｓｈｅｎｋｏ梁自由振动方

程，在自由边界下，采用分离变量法求解该方程，给出了轴力

作用下自由边界Ｔｉｍｏｓｈｅｎｋｏ梁固有频率的方程；

２）在无轴力作用及自由边界条件下，通过求解固有频

率的超越方程，得到的 Ｔｉｍｏｓｈｅｎｋｏ梁固有频率计算结果与

Ｅｕｌｅｒ梁计算结果接近，验证了本文给出的自由边界轴力作

用下Ｔｉｍｏｓｈｅｎｋｏ梁自由振动方程求解方法的正确性；

３）为了估算轴力对导弹横向动特性的影响，本文建立

了截面为环形的Ｔｉｍｏｓｈｅｎｋｏ梁模型，不同轴向压力下横向固

有频率计算结果表明，轴向压力对最低阶频率的影响最大，

阶次越高影响越小。当轴向压力为５０００００Ｎ时，导弹横向

第一阶频率降低３．１５％，第二阶频率降低０．９２％，第三阶频

率降低０．４１％。

参考文献：

［１］　宋健．在推力和阻力作用下飞行器横向振动分析［Ｊ］．中

国工程科学，２０００，１０（２）：６３－７２．

［２］　张广芸，张宏生，陆念力．ＢｅｒｎｏｕｌｌｉＥｕｌｅｒ梁横向振动固

有频率的轴力影响系数［Ｊ］．工程力学，２０１１，２８（１０）：６５

－７１．

［３］　张光辉，茅献彪，吴宇，晁刚伟．轴向荷载对锚杆横向振

动特性影响的数值分析［Ｊ］．矿业研究与开发，２０１５，３５

（３）：４２－４６．

［４］　龚善初．轴向载荷作用下简支梁横向振动的固有频率

［Ｊ］．甘肃科学学报，２００４，１６（３）：９９－１０１．

［５］　ＴＩＭＯＳＨＥＮＫＯＳＰ．Ｏｎｔｈｅｃｏｒｒｅｃｔｉｏｎｆｏｒｓｈｅａｒｏｆｄｉｆｆｅｒｅｎ

ｔｉａｌｅｑｕａｔｉｏｎｆｏｒｔｒａｎｓｖｅｒｓｅｖｉｂｒａｔｉｏｎｓｏｆｂａｒｓｏｆｐｒｉｓｍａｔｉｃ

ｂａｒｓ［Ｊ］．ＰｈｉｌｏｓｏｐｈｉｃａｌＭａｇａｚｉｎｅ，１９２１，４１（５）：７４４－７４６．

［６］　张会端，孙俊岭．弹性支承条件下传动丝杠的横向振动

分析［Ｊ］．长春大学学报，２０１１，２１（２）：１６－２０．

［７］　梁荣柱，林存刚，夏唐代，吴世明．考虑隧道剪切效应的

基坑开挖对邻近隧道纵向变形分析［Ｊ］．岩石力学与工

程学报，２０１７，３６（１）：２２３－２３３．

［８］　徐志胜，翟婉明，王开云．基于Ｔｉｍｏｓｈｅｎｋｏ梁模型的车辆

轨道耦合振动分析［Ｊ］．西南交通大学学报，２００３，３８

（１）：２２－２７．

［９］　龙丽丽，刘东甲，卢志堂，等．基于Ｔｉｍｏｓｈｅｎｋｏ梁模型的

完整桩瞬态横向振动模拟计算［Ｊ］．合肥工业大学学报

（自然科学版），２０１１，３４（３）：４０３－４０７．

［１０］刘吉源，戈新生，陈立群．轴向力作用下Ｔｉｍｏｓｈｅｎｋｏ梁的

横向振动［Ｊ］．北京机械工业学院学报，２０００，１５（３）：５６

－５９．

［１１］王英华．轴向载荷对潜射导弹横向振动特性影响分析

［Ｊ］．导弹与航天运载技术，２００２（６）：９－１５．

［１２］盛宏玉．结构动力学［Ｍ］．合肥：合肥工业大学出版社，

２００７：２０３－２０５．

［１３］卓曙君，葛玉君．梁的横向振动频率方程的一般表达式

［Ｊ］．国防科技大学学报，１９８８，１０（３）：２７－３２．

［１４］王乐，王亮．一种新的计算Ｔｉｍｏｓｈｅｎｋｏ梁截面剪切系数

的方法［Ｊ］．应用数学和力学，２０１３，３４（７）：７５６－７６３．

（责任编辑　周江川）

９３王　乐，等：轴力对自由边界Ｔｉｍｏｓｈｅｎｋｏ梁横向动特性影响研究



