空间解析几何

第一节  课程概论

1、解析几何的起源与发展

公认的解析几何的创始人是法国哲学家、数学家笛卡儿（R.Descartes 1596—1650）.

笛卡儿对欧氏几何十分偏爱，又深感不安.几何命题的每一步证明，总是要求某种新的、依赖于图形直观的奇巧构思.能不能有更好的一般方法呢？他深信，只要把几何和代数的力量结合在一起，互相取长补短，就能弥补欧氏几何的缺陷，就能找到一种解所有几何问题的统一方法.

1637年，《更好地指导推理和寻求科学真理的方法论》（简称《方法论》）一书出版，作为该书三个附录之一的《几何学》，阐述了他的坐标几何的思想，标志着解析几何的诞生.

笛卡儿的《几何学》共分三卷.卷一讨论直线型和圆的尺规图，用语言叙述代替坐标的使用；卷二讨论曲线的性质及巴布什的轨迹问题；卷三讨论当时流行的图解方程问题，特别是三次以上的代数方程图解问题，其中包含了笛卡儿的符号法则.
笛卡儿在《几何学》中通过选定一条射线作为基线的方法建立了倾斜坐标系.用两个坐标x,y表示平面点的位置，形成了明确的坐标概念.然后，他借助于坐标，并通过点动成线的观点用以建立曲线的方程.笛卡儿的方程不只是已知数和未知数之间的一个关系式，不只是古典代数学家心目中的方程，而是两个变数之间的一个关系式，而是平面曲线的一种全新的表示方法.这就实现了代数与几何的相互结合，开创了一门崭新的数学学科——坐标几何.1792年被拉克鲁瓦（Lacroix）定名为解析几何.
解析几何的课题有两类：一类是已知方程求曲线，用方程的代数性质研究对应曲线的几何性质.另一类是已知曲线或仅仅是曲线的某些几何特征，确定曲线的方程，并用曲线的几何性质探讨对应方程的代数性质.总之，笛卡儿的功绩在于：它证明了几何问题可以转化为代数问题，因此，可以使用代数方法研究几何对象，或者说，用形来表示数，用数来研究形，进而探讨周围变化着的客观世界.因为客观世界不过是固体化了的空间，或者说是几何学的化身.正如笛卡儿所说：“给我延展和运动，我将把宇宙构造出来.”笛卡儿的解析几何向着实现这一目标，前进了一大步.
笛卡儿研究了线段的定比分点、两点间的距离、三角形的面积等简单几何问题，并用含已知点的坐标的代数公式给出了这些几何问题的解.进一步，它指出，如果两条曲线以同一个坐标系为参考，则其交点由它们的方程的公共解来确定.求出曲线y=f(x)与直线y=0的交点，相当于找到了代数方程f(x)=0的解，这就创造了一种用几何曲线解代数方程的图解法.虽然他称之为《几何学》，实质上并不是解析几何，只是一部几何代数学.
值得一提的是，笛卡儿对坐标几何的贡献只是他研究哲学的附产品，他的唯一数学专著《几何学》，只是他的哲学著作《方法论》的三个附录之一.他根据自己的经验和体会，总结出一套科学研究的方法：将一切问题化为代数方程求解的问题，最后将方程的解给以几何的或物理的解释.这种解题模式充分体现了笛卡儿宣称的科学的本质是数学的观点.为科学研究提供了最重要的数学方法——代数分析法.笛卡儿认为：古希腊人只能证明那些偶然想到的定理，他们没有系统的方法.只有他自己，把代数解析的方法用于几何，才解决一般问题.
自然，笛卡儿的工作也不是完美无缺的.他没有引入第二条坐标轴，即y轴；也没有明确使用过“横坐标”、“纵坐标”、“坐标”等解析几何的语言.他的坐标轴只有正向而没有负向，因此，他的曲线仅限于x取正值的第一象限之内.加之语言晦涩，过于精简，人们很难弄清它的基本思想，这就大大限制了他的新颖思想在数学上乃至整个科学上的革命性意义.

严格地说，笛卡儿创立的新几何应称为代数几何或坐标几何.现在统称为解析几何是历史原因形成的.在十八世纪，人们把“代数”和“解析”两个词等同对待，当时的解析法即为代数法.因此，为这门新几何命名时，称之为解析几何，后来，一直沿用到现在.
同笛卡儿几乎同时的另一位著名法国数学家费马（Fermat 1601——1665），他与笛卡儿相区别：笛卡儿侧重从轨迹出发然后寻找它的方程，而他则从方程出发然后来研究轨迹；笛卡儿对希腊人的传统持批判的观点，而他是从继承希腊人的思想开始工作的.但他俩确实异途同归，同时而又各自独立地创立了解析几何，理应分享这一崇高的殊荣.
1629年费马写成《平面和空间轨迹引论》一书，内容是关于直线、圆锥曲线方面的.只是过了半个世纪才公开发表.书中通过引进坐标，找到了用研究代数方程推断曲线性质的一般方法，从而将几何命题的证明归结为一种代数技巧，降低了几何证明的繁难程度.

费马精辟地加以概括：“凡含有两个未知数的方程，总可确定一个轨迹，并能画出一条直线或曲线.”但是，费马和笛卡儿一样，既没有y轴的概念，也不用负数，不能认为是成熟的坐标几何.
费马一生的职业是法官，要求尽量避开社交界，以超凡脱俗的姿态审案判案.为此，他把全部余暇用于数学.对十七世纪数学的所有分支，无论是解析几何、数论、微积分、概率论等都卓有建树.被称为“业余数学家之王”.他一生谦虚谨慎，性格怪异，很少发表文章.他的成果很多是他去世后留下的旧纸堆或书籍边缘的空白处发现的，也散见于他与朋友的书信中，许多资料直到现在，还很有研究价值.

笛卡儿和费马创立的解析几何都很不完善.稍后一点，英国数学家，皇家学会创始人、牛津大学几何教授瓦里斯（Wallis 1616——1703）在1655年出版的《圆锥曲线论》一书中，才引进了纵横轴和负坐标，把曲线范围扩大到整个实平面，才使笛卡儿和费马创立的解析几何完善起来.这部著作中，他还考察了阿波罗尼的圆锥曲线理论，用代数方程定义圆锥曲线，历史上第一次搞清了圆锥曲线就是含ｘ，ｙ的二次方程所表示的曲线.
把坐标几何推广到三维空间的是拉·希尔（L·Hire）的工作，他在1679年的论文中，用三个坐标表示空间的点，并给出了空间曲面的方程，尽管这之前，笛卡儿和费马也有类似的设想，不过始终没能变为事实.
1691年雅各·伯努利（Jakob·Bernoulli 1654——1705）引入了极坐标，先后发现了双纽线，悬链线、对数螺线和旋轮线等多种特殊曲线.
1704年，牛顿(Nenton1642——1727)在他的《三次曲线之枚举》一书中，将平面三次曲线细分为七十二种.书中定义了三次曲线的直径概念.牛顿与瓦里斯一样，正确地使用了纵横轴和负坐标，使曲线与方程名副其实地形成一一对应的关系.
1705年．居西尼（Guisnee）在《代数在几何中的应用》一书中，第一次明确使用直角坐标系.

1731年，法国的克雷洛(Clairaut 1713——1765)指出，表示空间曲线需要两个曲面方程；而x,y,z的齐次方程则表示顶点在原点的锥面.
第一本现代形式的解析几何教程是1784年出版的欧拉（Euler 1707——1783）的《无穷小分析引论》.该书的第二部分专讲几何学，引入了直角坐标、斜角坐标和极坐标的概念；使用了弧度制，定义了三角函数，给出了六种三角函数的现代记号；详尽地研究了一般二次曲线以及部分高次曲线；定义了欧拉角，给出了空间直角坐标变换的公式，考察了一般形式的三元二次方程表示的曲面，以及将它化为锥面、柱面、椭球面、单叶双曲面和双叶双曲面、椭圆抛物面和双曲抛物面的方法.
1788年法国数学家、天文学家、物理学家拉格朗日（Lagrange 1736——1813）发表了他的力学著作《解析力学》，书中使用向量表示力、速度和加速度等具有方向的量，用于研究质点力学和刚体力学，为向量几何奠下了第一块基石.
1804年法国数学家蒙日(Monge 1746——1818)和他的学生哈歇特(Hachette)在《代数在几何中的应用》一书中，证明了二次曲面的平截线是二次曲线，单叶双曲面和双曲抛物面都是直纹曲面.
欧拉，拉格朗日和蒙日公认为是使解析几何成为一门独立学科的最重要的三位数学家.
1827年和1831年，德国的莫比乌斯（Mobius）和普吕克(Plucker)，分别在《重心计算》和《解析几何的发展》两本书中各自独立地引进了齐次坐标，用以研究曲线的无穷远性质.
1844年，德国人格拉斯曼（Grassmann）最先提出多维欧氏空间的概念，引进了向量的记号，定义了向量的数量积，使解析几何从坐标代数进入向量代数的更高阶段.
解析几何的近代发展，产生了无穷维解析几何与代数几何两门新的几何分支.
无穷维解析几何是建立在德国数学家康托(Cantor)无限集基础上的一门新兴的几何学.弗雷歇(Frechet 1878——1973)、里斯(Riesz 1880——1956)、希尔伯特（D.Hilbert 1862～1943）等为他的创立和发展做出了重要贡献.无限维的希尔伯特空间是n维欧氏空间的一种推广，它要求无限个变元的平方和收敛，换成几何语言则是希尔伯特空间中任一点到坐标原点有一个有限的距离，这门学科在量子力学上有着广泛的应用.
古典的代数几何学以多项式理论为工具，考察三次和三次以上的代数方程或方程组表示的曲线和曲面的结构和性质.前面提到，牛顿研究过三次曲线.1839年，普旅客在他的《代数曲线理论》一书中，为代数几何奠定了基础；凯莱和库麦尔(Kummer)分别于1849年和1864年研究了三次曲面和四次曲面的性质.19世纪后半叶，意大利学派把这类研究推广到n维空间.

现代的代数几何学使用抽象代数（交换环、同调代数）和拓扑学（层论，同调理论）的理论和方法，为这门学科准备了新的基础，特别要提到20世纪著名的女数学家爱米·诺特(E·Noether 1882——1935)，他的学生范·德·瓦尔登(Vander Waerden)，以及魏依(A Weil)、查瑞斯基(Zariski)、塞尔（Serre）、小平邦彦等杰出代表的贡献，与古典代数几何相比较，主要在两方面做了推广：一是研究对象推广到流行或簇（代数流形、复流形或高维代数簇）；二是定义流形或簇的方程系数从实域、复域的元素推广到一般的抽象环或域中的元素.与之相应，研究方法也从古典的算术、代数、几何法更新为抽象代数学的方法、拓扑的方法.要指出的一点是，代数几何学是一门十分艰难，而又成果迭出的数学学科.上世纪六十年代以来，好些数学家因这方面的成果而获得菲尔兹奖.可惜的是在这个领域内，我国还几乎是个缺门.尽管1986年以来，华东师范大学以肖钢为首的一批青年人做过一些出色的工作. 

2、与本课程相关的课程及课程教材参考资料

《解析几何》课程是数学类专业的三门基础课（数学分析、高等代数、解析几何）之一.它和分析、代数有密切的联系，它能为分析中抽象性质作直观解释，并为代数中的抽象对象提供具体模型，使几何、分析与代数形成不可分割的有机整体.解析几何在工程技术、物理、化学、生物、经济等其他领域里都有广泛的应用.作为高等数学的部分内容，为理工科专业，提供必需的数学基础；它是数学类专业后继课程，诸如《高等几何》、《微分几何》、《多元函数微积分》和《微分方程》等课程的重要基础.

《空间解析几何》课程以实数代数和向量代数为工具来研究欧几里得三维空间几何.为了配合欧氏空间度量性质的特点，以笛卡儿直角坐标系为主，同时要会运用向量和坐标两种方法.至于仿射解析几何与射影解析几何，放在高等几何课程里学习.

教材:《解析几何》（第四版） 吕林根 许子道编.高等教育出版社,2006.5

教材参考:

（1）《空间解析几何》南开大学主编.高等教育出版社,2002年
（2）《空间解析几何》王敬庚 傅若男主编.北京师范大学出版社,2004年
（3）《解析几何》丘维生编.北京大学出版社,1996年

（4）《空间解析几何》李养成 郭瑞芝编.科学出版社2004年

（5）《解析几何》学习辅导书 吕林根编，高等教育出版社2006年

3．本课程学习的课时安排

解析几何课程安排在第一学年第一学期，讲授课时大约64课时.课时分配（可适当调整）：

	章
	课程内容
	课时分配

	第一章
	向量与坐标
	12

	第二章
	轨迹与方程
	6

	第三章
	平面与空间直线
	12

	第四章
	柱面、锥面、旋转曲面与二次曲面
	14

	第五章
	二次曲线的一般理论
	10

	第六章
	二次曲面的一般理论
	10

	合   计
	                                                                                                                                                                                                                         
	64


第二节  课程主要内容简介

《空间解析几何》主要内容包括五个方面:

（一）向量代数；

（二）空间的一次问题（平面与空间直线）；

（三）特殊曲面与空间曲线；

（四）一般二次曲线问题的理论研究（平面解析几何的补充）；

（五）空间的二次问题.

教材按六章进行编排,以下按章节顺序作一简要介绍:

第一章、向量与坐标

向量与坐标是学习解析几何的基础,十分重要.本章介绍了向量代数的基本知识和标架与坐标的概念,系统地介绍了向量及其线性运算(向量的加法与数乘)与乘法运算（向量的数量积,向量积,混合积与双重向量积）,并证明了这些运算的算律.这样就把空间的几何结构向量化、代数化了,从而也就把代数的方法引入到几何中来了.又通过标架与坐标的介绍引入了仿射坐标系与直角坐标系,建立了空间向量的坐标(分量)与空间点的坐标,给出了向量各种运算的坐标表示,从而使向量的运算转化为数的运算,这样就把几何问题的讨论推进到可以计算的数量层面.今后我们还会看到,空间的曲面与曲线都可以用方程来表示,并通过方程来研究这些图形性质.这些都是解析几何的根本思想方法.

本章内容分为三个单元.

第一单元：向量及其线性运算

该单元内容包括四点.

1.向量的相关概念；2.向量的加（减）法；3.数量与向量的乘法；4.向量的分解.

第二单元：标架与坐标

该单元内容包括五点.

1.标架与坐标的关系；2.坐标系建立的要素；3.向量的代数表示;4.直角坐标系下两个基本公式——距离公式与分点公式；5.向量的方向余弦与方向数.

第三单元：向量的乘法

本单元内容包括四点.

1.两向量的数量积（数量积的定义，运算律，向量与坐标表示）；2.两向量的向量积（向量积的定义，运算律，向量与坐标表示法）；3.三向量的混合积（混合积的定义，运算律，向量与坐标表示法）；4.三向量的双重向量积（双重向量积的定义，性质，坐标表示）.

第二章、轨迹与方程

本章是在建立了坐标系，使得空间的点有了坐标后，进一步建立作为点的轨迹的曲线与曲面和其方程的联系，也就是曲线与曲面都可以用其方程来表示，这样几何问题也就转化为代数问题，可用代数的方法来研究几何了. 

本章内容分为三个单元.

第一单元:平面曲线的方程.

本单元内容包括两点.

1.平面曲线方程建立;2. 参数方程与其普通方程的互化(互化时的等价性).

曲线方程的建立有两种方法，一种是直译几何条件法，另一种就是参数表示法。但是曲线总是看作由点的运动产生的。参数表示法是这部分内容的重点，主要是利用向量来完成，向量的有向角不可忽视，公式
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第二单元：空间曲面方程.

本单元内容包括两点.

1.空间曲面方程的建立;2. 球坐标与柱坐标.

曲面方程的建立同样也有两种方法，一种是直译几何条件法，曲面作为由点产生。另一种是曲线产生法。本单元主要利用第一种方法建立曲面的方程（向量式与坐标式）及其参数方程。至于曲线产生法生成曲面将放在第四章特殊曲面中介绍。应当注意的是曲面和方法的关系，类似于平面解析几何中曲线与方程的关系，在选定坐标系后，利用曲面的几何特征建立的三元方程F（x,y,z）=0，叫做曲面的方程。反之，三元方程在几何上表示一个曲面（如果存在的话），它叫这个方程的曲面.

第三单元：空间曲线的方程.

空间曲线可以看作是两个曲面的交线，于是它的方程由两曲面方程联立表示，即方程组： 
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答案不是唯一的.此外曲线方程也可由几何性质直接建立——参数方程.

第三章、平面与空间直线——空间的一次问题

平面是空间中最简单的曲面,而直线是空间中最简单的曲线,本章利用向量分别建立平面与空间直线的方程,然后用代数的方法来研究有关平面与空间直线的一些几何问题.

本章内容分为平面与空间直线两个单元.

第一单元：平面

本单元内容包括四点.

1.平面方程的各种形式:首先利用平面的几何特征——过定点以及平面的方位向量（在仿射坐标系下）或过定点以及平面的法向量（在直角坐标系下）建立平面的点位式或点法式方程.由此可以推出一般式、三点式、截距式方程.

2.两平面间的关系：首先推求两平面位置关系的判定；其次再推求两平面的一个度量性质——交角的计算公式.

3.平面方程的法式：利用平面的单位法向量和原点到平面的距离两个要素建立平面方程.

4.点和平面的相关位置：先推求点和平面位置的判定的充要条件，再推求点到平面的有向距离（离差）和距离公式.

第二单元：空间直线

本单元内容分为四点.

1.直线方程的各种形式：从直线的一个几何特征——定点与定方向（方向向量）建立直线的参数式方程（也叫点向式方程），然后推出对称式、两点式方程，又从另一角度推出直线的一般式方程.

2.直线和平面间的关系：首先推求直线和平面位置关系的判定，其次推求直线和平面的一个度量性质——夹角计算公式.

3.两直线间的关系：首先推求两直线间位置关系的判定，再推求两直线间的一个度量性质——最短距离的计算公式.

4.平面束：仿平面解析几何中直线束问题进行讨论.利用平面束可解决很多有关平面与空间直线问题.

第四章、特殊曲面与二次曲面

这是平面解析几何中特殊高次平面曲线部分和二次问题在空间的相应内容.

本章内容分为三个单元.

第一单元：特殊曲面——柱面、锥面与旋转曲面

1.柱面

把立体几何中的直圆柱面推广就得到这里的一般柱面.首先考虑它的几何特征，然后利用曲线产生曲面的方法来建立它的方程.方程建立的一般步骤是：（1°）写出柱面准线上任意一点的母线族方程；（2°）写出参数约束条件；（3°）由（1°）（2°）中消去参数.

Ⅰ.以f(x,y)=0,z=0作为准线，z轴方向作为母线方向的柱面方程是f(x,y)=0.

Ⅱ.凡三元方程缺一个变量，必表示以这一变量所对应的坐标轴的方向作为母线方向的柱面.

Ⅲ.注意柱面方程未必缺一个变量.

Ⅳ.注意三种二次柱面的标准方程和三种二次曲线的标准方程完全一样，但几何意义不同.

2.锥面

把立体几何中直圆锥面推广就得一般锥面.建立锥面方程的方法和建立柱面方程的方法非常类似.

Ⅰ.以原点[或以（a,b,c）]点作为顶点的锥面方程必是关系x,y,z（或x－a,y－b,z－c）的齐次方程.

Ⅱ.关于x,y,z（或x－a,y－b,z－c）的齐次方程必表以原点[或以（a,b,c）]点为顶点的锥面方程.

3.旋转曲面

立体几何中的直圆柱面、直圆锥面和球面都是最简单的旋转曲面，现在推广到一般情况.首先要注意这类曲面的几何特征，然后利用曲线（纬圆）产生曲面的方法来建立它们的方程.旋转曲面方程建立的一般步骤是：（1°）写出旋转曲面母线上任意一点的纬圆族方程；     （2°）写出参数的约束条件；（3°）由（1°）（2°）中消去参数.

Ⅰ.以f(y,z)=0,x=0作为母线，y轴作为旋转轴所产生的旋转曲面方程是
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Ⅱ.凡形如
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Ⅲ.五类二次旋转曲面（长形、扁形旋转椭球面；单叶、双叶旋转双曲面；旋转抛物面）的标准方程.

第二单元：二次曲面

本单元主要内容包括：

1.椭球面

2.双曲面（单叶双曲面、双叶双曲面）

3.抛物面（椭圆抛物面、双曲抛物面）

这部分内容从曲面标准方程的讨论开始，去研究它们的几何特征.它们表示什么样的图形，还需要用“平行截割法”来认识，即用一组平行平面来截割方程表示的曲面，研究所截得的一族“截痕”曲线的变化趋势，再推想出方程所表示的曲面的整体形状，从而也就可以画出曲面的简图.具体讨论研究的过程是：

Ⅰ.曲面标准方程.

Ⅱ.曲面方程的讨论，这和平面解析几何中对曲线方程的讨论一样，可以帮助我们对曲面形状的认识.

Ⅲ.曲面图形的进一步认识，——“平行截割法”.

Ⅳ.空间图形的画法.

第三单元：二次直纹面

二次直纹曲面除二次柱面、二次锥面外，还有单叶双曲面和双曲抛物面.本单元主要研究单叶双曲面和双曲抛物面的直纹性质.应当注意的是这四种直纹曲面的直母线族的性质是不一样的.

第五章、二次曲线的一般理论

本章内容是二次曲线的代数理论，主要讨论二次曲线的一些几何性质，二次曲线方程的化简与作图，对二次曲线进行分类.它属于平面解析几何的复习与补充，是中学平面解析几何的继续与发展，其研究方法可以直接推广至空间，是空间“二次曲面的一般理论”讨论的基础.二次曲线与直线的相交情况是本章的要点,由此逐步引出二次曲线的一些重要的几何性质.本章分内容分为三个单元.

第一单元：二次曲线的渐近线,切线与直径等相关知识.

主要内容包括六点.

1.二次曲线与直线的相关位置

2.二次曲线的渐近方向、中心、渐近线

3.二次曲线的切线

4.二次曲线的直径

5.二次曲线的主直径与主方向

6.二次曲线的类型的判定

这些内容都是从二次曲线方程与直线的相交情况出发而引出的.

第二单元内容：一般二次曲线方程的化简与分类——坐标变换法

通过研究坐标变换对二次曲线方程系数的变换规律,找出适当的坐标变换,把曲线方程化为最简方程,从而得出在新坐标系下的二次曲线的标准方程,这样就能在平面上确定它的位置,画出它的图形,并且由此还可得出二次曲线的分类（二次曲线有且仅有九种）.

第三单元内容：一般二次曲线方程的化简与分类——不变量法

首先证明二次曲线在直角坐标变换下的三个不变量I1、I2、I3与一个半不变量K1,并证明了K1是线心二次曲线的不变量,最后利用这些不变量来化简二次曲线的方程并判定其类型与形状.

二次曲线的分类可按其中心分类（表一）或按其渐近线方向即二次项系数所成的判别式
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	无心二次曲线
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	线心二次曲线
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表二

	二次曲线 
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	条件
	类型
	曲线名称

	
	
	一般情形
	特殊情形

	I2>0
	椭圆型
	椭圆
	虚椭圆、点

	I2<0
	双曲型
	双曲线
	两相交直线

	I2=0
	抛物型
	抛物线
	两平行直线，两重合直线，两平行虚直线


应用不变量判别二次曲线的类型与形状（表三）（二次曲线有且仅有九种）：

表三

	二次曲线 
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	类型判别
	形状判别

	I2≠0

中心二次曲线
	I2＞0

椭圆型
	I3≠0
	I1I2＜0
	椭圆

	
	
	
	I1I2＞0
	虚椭圆

	
	
	I3＝0
	点

	
	I2＜0

双曲型
	I3≠0
	双曲线

	
	
	I3＝0
	两相交直线

	I2＝0，I3≠0

无心二次曲线
	I2＝0

抛物型
	I3≠0
	抛物线

	I2＝I3＝0

线心二次曲线
	
	I3＝0
	K1＜0
	两平行直线

	
	
	
	K1＞0
	两平行的

共轭虚直线

	
	
	
	K1＝0
	两重合直线


第六章  二次曲面的一般理论
本章内容是平面二次曲线理论向空间的自然推广.其内容分三个单元.

第一单元内容包括四点（二次曲面重要的几何性质）:

1． 二次曲面的渐近方向与中心

2． 二次曲面的切线与切平面

3． 二次曲面的的径面与奇向

4． 二次曲面的主径面与主方向

第二单元内容：二次曲面的方程化简与分类——坐标变换法

利用空间直角坐标变换来化简二次曲面的方程，它的思想方法与第五章在平面上利用平面直角坐标变换化简二次曲线的方法完全一致(二次曲面有且只有17种).

第三单元内容：应用不变量化简二次曲面的方程

本单元内容略去了二次曲面的不变量与半不变量的证明,直接应用它来化简二次曲面的方程并判定二次曲面的类型与形状.

第三节 《空间解析几何》学习注意事项

解析几何是几何学的一个分支，在高等数学的发展史上占有重要地位，是沟通几何形式与数量的一座桥梁，在多种领域有着广泛的应用．

学习解析几何是进一步学习高等数学必不可少的基础，对于培养用运动变化的观点，辨证地研究问题有重要意义．下面我们简要介绍一下学习本课程各章节时应注意的事项.

一、坐标与向量

首先要明确解析几何的基本思想:用代数的方法来研究几何.为了把代数运算引到几何中来,最根本的做法就是设法把空间的几何结构有系统的代数化,数量化——引进向量并且用它作为工具,展开对图形性质的研究,这就是向量法.其次,要注意到向量代数与实数代数的异同,以及向量代数运算的几何作用.

在“向量及其线性运算”这一节中要注意各种运算律是否成立,运算结果怎样用图形来表示(几何背景)? 

在“标架与坐标”这一节中应当注意的是：向量公式和坐标公式的互化及其用向量表示的一些公式不论在平面或在空间都一样，而用坐标表示却不尽相同.

在“向量的乘法运算”这一节中应当注意的是：数量积和两向量长度间的关系，数量积和两向量角度以及垂直间的关系；向量和两向量长度间的关系，向量积与平行四边形、三角形面积的关系，向量积和两向量共线（平行）的关系；混合积与平行六面体、四面体体积的关系，混合积与三向量共面的关系.

二、轨迹与方程

在这一章“平面曲线方程建立”中,应该注意: 曲线方程的建立有两种方法，一种是直译几何条件法，另一种就是参数表示法.但是曲线总是看作由点的运动产生的.参数表示法是这部分内容的重点.

在学习“空间曲线方程建立”时应该注意：曲面方程的建立同样也有两种方法，一是直译几何条件法，曲面作为由点产生.二是曲线产生法.本节主要利用第一种方法建立曲面的方程（向量式与坐标式）及其参数方程.应当注意的是曲面和方法的关系，类似于平面解析几何中曲线与方程的关系，在选定坐标系后，三元方程F（x,y,z）=0与曲面间建立了对应关系.

至于“空间曲线”可以看成是两曲面的交线,应当注意,答案并非唯一.

三、平面与空间直线

这是平面解析几何中一次问题——直线在空间的推广.学习本章时要注意四个方面:

第一,比较平面一次问题和空间一次问题的异同;

第二,要掌握一次形象方程的两种形式——坐标式与向量式以及它们之间的互化;

第三,要注意坐标方程中哪些是常数,哪些是变数;向量方程中哪些是常向量,哪些是变向量;

第四,要掌握用一次形象方程来解决有关一次形象的几何问题(如点、线、面位置关系判定问题,度量关系问题等).

四、特殊曲面与二次曲面

学习本章的特殊曲面部分,应该注意:利用特殊曲面的几何特征建立方程的时候,要看运用哪种方法方便,有时两种方法(直译几何条件法、曲线生成法)都属可能,例如球面方程的建立.同时还要掌握从特殊曲面方程的代数特征能够认出它表示哪类特殊曲面.

学习本章的二次曲面部分时,要注意三个方面:

第一,比较平面二次曲线与空间二次曲面的异同;

第二,已知二次曲面的标准方程要能说出它的名称(椭球面,双曲面还是抛物面);

第三,要能从二次曲面的标准方程来研究它们的几何性质,并能作出曲面的草图.

五、二次曲线的一般理论

学习二次曲线的代数理论这章内容时，要认真领会和掌握下列各点：

（1）一般二次曲线方程的第一种化简法——坐标变换，它包括：先求出旋转角，利用坐标系的旋转化去交叉项，注意旋转角三角函数值符号的取法；再用坐标系的平移化成标准方程。用这种方法不但能定曲线的形状，而且能准确地决定曲线在旧坐标系下的位置，由此得出二次曲线的分类（二次曲线有且仅有九种）.

（2）中心的确定，它包括：中心求法，利用中心把一般二次曲线方程予以分类.

（3）一般二次曲线方程的第二种化简法——不变量法，它包括：I1、I2和I3它们是移轴和转轴下的不变量，叫做基本不变量；K1是转轴下的不变量，且当适合某些特定条件时它也是移轴下的不变量，叫做条件不变量；I1、I2、I3 和K1组成不变量完全系统，用它很容易判定一般二次曲线方程所表示曲线的形状，但不能确定它的位置；用不变量能写出三类归范方程，而且用这种方程可以具体地算出和曲线有关的一些几何量。注意二次曲线的归范方程和利用中心所分的三类是相对应的.

本章要求学者能够利用坐标变换简化一般二次曲线的方程；不变量本身证明不作要求，但是要会用完全系统来判定曲线的种类；利用归范方程、不变量确定曲线一些几何量的大小.

六、二次曲面的一般理论

本章内容学习时应该注意以下三点：

（1）二次曲面方程的若干几何性质：即第一单元的主要内容，利用求直线和二次曲面的交点所得的二次方程，得出割线、切线、离线、渐近线以及母线的判定法；径平面、中心和顶点的求法；用中心给出一般二次曲面方程的一种分类.

（2）二次曲面方程的第一种化简法：即第二单元内容，首先确定三个主方向的方向余弦而建立新坐标系；经过坐标轴的旋转可同时消去三个交叉项；再经过坐标系的平移就可化成标准方程.这个方程不但能知道二次曲面图形的形状，而且还知道图形关于旧坐标系的位置.

应注意特征根的重复度以及主方向、方向余弦的选取方法.

（3）二次曲面方程的第二种化简法：I1、I2、I3和I4是移轴和转轴下的不变量，叫基本不变量.K1、K2是转轴下的不变量，叫条件不变量.I1、I2、I3、I4 和K1、K2组成不变量完全系统，用来可以判定图形的形状，但不能判定它的位置.用不变量写出五类归范方程和用中心分类表示的五种相对应.对于不变量本身的证明，不作要求，但会用来判定十七种中的哪一种以及用归范方程去推求一般二次方程所表曲面的一些几何量的大小.
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