
11
积分变换法

积分变换在求解微分方程中最大的好处是将微分方程化为代数方程，从而可以轻易地求出函数的积分变换。

当然，求得函数的积分变换后，还得做反变换才能得到函数本身。  

本章以Fourier变换为例，讨论积分变换在求解数理方程中的应用。

11.1 Fourier变换法

 Fourier变换

通过一些例题讨论Fourier变换在求解数理方程中的应用。在这里我们均假设所求函数满足Fourier变换的条件。

☺ 例 1.  一维无界弦横振动的初值问题

utt - a2 uxx = 0 -∞ < x < ∞, t ≥ 0
u(x, 0) = φ(x),

ut(x, 0) = ψ(x)

这个问题已在上一章用行波法求解 ，其解由 D'Almebert 公式给出

u(x, t) =
1

2
[φ (x - a t) + φ (x + a t)] +

1

2 a

x-a t

x+ a t

ψ(ξ) ξ

解：首先，应对那一个变量做Fourier变换 ？

-∞ < x < ∞ , 0 ≤ t < ∞：因而，常对 x 做Fourier变换，

当然有时也对 t做Fourier变换，但后者需要延拓至双无穷 (-∞ , +∞)。

对泛定方程的 x变量做Fourier变换：

ℱ [u(x, t)] = u(k, t) = 
-∞

∞

u(x, t) - k x x

利用微分定理： ℱ[uxx(x, t)] = ( k)2 u(k, t) = -k2 u(k, t)

对初始条件做Fourier变换 ：
u(x, 0) = φ(x)

ut(x, 0) = ψ(x)
⟹

u(k, 0) = φ(k)

u t(k, 0) = ψ

(k)

定解条件变为：
u tt(k, t) + a2 k2 u(k, t) = 0
u(k, 0) = φ(k)

u t(k, 0) = ψ

(k)

问题退化为：给定初条的二阶线性常系数常微分方程

⟹

u(k, t) = A(k)  k a t + B(k) - k a t

由初条：A(k) =
1

2
φ (k) +

ψ

(k)

 k a
, B(k) =

1

2
φ(k) -

ψ

(k)

 k a

故：u(k, t) =
1

2
φ(k) +

ψ

(k)

 k a
 k a t +

1

2
φ(k) -

ψ

(k)

 k a
- k a t



做反Fourier变换： u(x, t) =
1

2
[φ(x + a t) + φ(x - a t)] +

1

2 a

-∞

x+ a t

ψ(ξ) ξ -
1

2 a

-∞

x- a t

ψ(ξ) ξ

其中利用了

积分定理：
-∞

x

f (t)  t ⟷
1

 k
f

(k) 或写成：ℱ-1

1

 k
f

(k) = 

-∞

x

f (t)  t

延迟定理： f (x + x0) ⟷  k x0 f

(k) 或写成：ℱ-1 k x0 f


(k) = f (x + x0)

位移定理： f

(k + k0) ⟷ - k0 x f (x) 或写成： ℱ- k0 x f (x) = f


(k + k0)

思考：ℱ
1

 x
f (x) =？ ℱ [  x f (x)] =？与 ℱ-1

1

 k
f

(k) 和 ℱ-1   k f


(k)有何关系

（做变换：ℱ-1 ↔ ℱ , x↔ k,  ↔  = -, f (x) ↔ f

(k)）

先利用延迟定理，再利用积分定理

ℱ-1
ψ

(k)

 k
 k a t = ℱ-1

ψ

(k)

 k xx+a t

= 
-∞

x

ψ(ξ) ξ

xx+a t

= 
-∞

x+a t

ψ(ξ) ξ

先利用积分定理，再利用延迟定理

ℱ-1
ψ

(k)  k a t

 k
= 

-∞

x

ℱ-1ψ

(k)  k a t ξ = 

-∞

x

ψ(ξ + a t) ξ = 
-∞

x+a t

ψ(ξ) ξ

☺ 例 2.  无界细杆的传热

 ut - a2 uxx = f (x, t) -∞ < x < ∞ , t ≥ 0
u(x, 0) = φ(x),

此问题无法用行波法求解

解：对泛定方程的 x变量做 Fourier变换：

定解条件变为：
u t(k, t) + a2 k2 u(k, t) = f


(k, t)

u(k, 0) = φ(k)
非齐次常微分方程

先求齐次方程的解 ：u t(k, t) + a2 k2 u(k, t) = 0 ⟶ u t(k, t) = c(k) -a
2 k2 t,

常数变易： u(k, t) = c(k, t) -a
2 k2 t 代入非齐次方程得 ：

∂ c(k, t)

∂ t
-a

2 k2 t = f

(k, t)

从而求出：c(k, t) = 
0

t

f

(k, τ) a2 k2 τ τ + c(k, 0), 由初条：c(k, 0) = u t(k, 0) = φ(k) = ℱ [φ(x)]

从而：u(k, t) = φ(k) + 
0

t

f

(k, τ) a2 k2 τ τ -a2 k2 t

做反Fourier变换，

利用卷积定理： f1(x)* f2(x) ⟷ f1

(k) f2


(k)

以及
-a2 k2 t ⟷

1

2 a π t

-x2/4 a2 t

φ(x) ⟷ φ(k)

这里利用了：
1

2 π

-∞

∞

-a
2 k2 t - k x k =

1

2 π

-∞

∞


-a2 t k-

 x

2 a2 t

2


-
x2

4 a2 t k =
1

2 a π t

-x
2/4 a2 t

u(x, t) = φ(x)*
1

2 a π t

-x2/4 a2 t + ℱ-1


0

t

f

(k, τ) -a2 k2(t-τ) τ

=
1

2 a π t

-∞

+∞

φ(s) -(x-s)
2/4 a2 t  s + 

0

t

ℱ-1 f

(k, τ) -a2 k2(t-τ)

又是两像函数乘积的反变换

τ

=
1

2 a π t

-∞

+∞

φ(s) -(x-s)
2/4 a2 t  s

来自初始条件的贡献

+
1

2 a π


0

t τ

t - τ

-∞

+∞

f (s, τ) -(x-s)
2/4 a2(t-τ)  s

来自热源 f(x,t)的贡献
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☺ 例 3.  半无界细杆的传热

ut - a2 uxx = 0 0 ≤ x < ∞, t ≥ 0
u(x, 0) = 0

u(0, t) = u0 非齐次边条

解：相比于上一个问题 ，这是个无热源的问题 ： f (x, t) = 0，问题大为简化。

如果是无界细杆，则可直接应用上题结果 。对半无界，为应用无界的结果 ，必须做延拓。

延拓也需要齐次边条 ，为此，令：u(x, t) = w(x, t) + u0

w(x, t)满足：

wt - a2 wxx = 0, x ≥ 0
w(x, 0) = -u0 x ≥ 0

w(0, t) = 0 I 类齐次边条

I 类齐次边条：奇延拓
Wt - a2 Wxx = 0, -∞ < x < ∞
W (x, 0) = φ(x), -∞ < x < ∞
W (0, t) = 0  

这里类似于波动问题 ，对 Dirichlet齐次边条，作奇延拓：W(x, 0) = φ(x) = 
-u0, x > 0
u0, x < 0

现在就可以利用上一题的结果 ：W (x, t) =
1

2 a π t

-∞

+∞

φ(s) -(x-s)
2/4 a2 t  s,

在 x ≥ 0区域，w(x, t) =W (x, t)满足 w(x, t)定解条件中的前两个 （方程与初条）

u(x, t) = u0 +
1

2 a π t

-∞

+∞

φ(s) -(x-s)
2/4 a2 t  s

= u0 +
u0

2 a π t

-∞

0

-(x-s)
2/4 a2 t  s

I1

- 
0

∞

-(x-s)
2/4 a2 t  s

I2

那么，这种奇延拓能否保证 w(x, t)满足 w (0, t) =W (0, t) = 0？

▲ 从物理上看：W (x, t)对应于无热源（绝热）一无限长细杆的热传导问题，温度分布由初始条件决定

既然初始条件是个奇函数 ，相对于 x = 0点反对称，

那么，在任何时刻，温度分布都应该是反对称 ，也即，在 x = 0处，温度为 0。

▲ 数学上，易验证：x = 0时，I1 = I2,  u(x, t) = u0, w(x, t) = 0

▲ 问题：t = 0时，u(x, t)~ 1

t
∞？与原初始条件 u(0, t) = u0矛盾？非也！

I1 = 
-∞

0

-(x-s)
2/4 a2 t  s = 2 a t  x

2 a t

∞

-ξ2 ξ, 其中：ξ =
x - s

2 a t

= 2 a t 
0

∞

-ξ
2
ξ

π 2

- 
0

x/2 a t

-ξ
2
ξ = a π t 1 - erf

x

2 a t

其中 erf(x) =
2

π


0

x

-s2  s为误差函数。

I2 = a π t 1 + erf
x

2 a t

,

从而：I1 - I2 = -2 a π t erf
x

2 a t

,

u(x, t) = u0 1 - erf
x

2 a t
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lim
x∞

erf(x) = 1 ⟶ lim
t0

u(x, t) = 0 的确满足 u(x, t)的初始条件。

☺ 例 4.  已知空间电荷分布 ρ(r)求空间电势。

解：空间电势满足 Poisson方程：∇2 u = -
ρ(r)

ε

对空间坐标做三维Fourier变换 ：ℱu(r) = u(k),

ℱ∇ u(r) = 
∞

∇ u(r) - k

· r 3 r

= 
∞

∇u(r) - k

· r - u(r) ∇- k


· r 3 r

= 
∞

n u(r) - k

· r σ

lim
r∞
r2 u(r) = 0

-  u(r) - k - k

· r 3 r =  k u(k)

三维：ℱ∇u(r) =  k u(k) 比较一维： ℱ
u(x)

x
=  k u(k)

∇2 u = -
ρ(r)

ε

∇2u= ∇·∇u
 k ·  k u(k) = -k2 u(k) = -

ρ(k)

ε
,

一维 Fourier变换： f ′(x) ⟷  k f

(k)；

三维 Fourier变换：∇ f (r) ⟷  k f

(k), ∇ ·g(r) ⟷  k · g


(k), ∇ × g(r) ⟷  k × g


(k),

其中： k = kx e

x + ky e


y + kz e


z, k2 = k · k = kx2 + ky2 + kz2,

∇2 u = -
ρ(r)

ε

三维Fourier变换
u(k) =

1

ε

ρ(k)

k2

做三维反 Fourier变换，利用
1

k2
⟷

1

4 π

1

r
（见 § 8.1节例题）

从而：u(r) =
1

4 π ε
ℱ-1ρ(k)*ℱ-1

1

k2

三维卷积

=
1

4 π ε

-∞

∞


-∞

∞


-∞

∞ ρ(r)

r -r′
3 r′

—— “却原来是司马发来的兵 ”，早已熟知的结果

☺ 例 5.  半无界波动问题

utt - a2 uxx = 0 0 ≤ x < ∞ , t ≥ 0
u(x, 0) = 0, ut(x, t) = 0
u(0, t) = f (t)  

本题已用行波法求解 ，现用Fourier变换法求之 。

解：我们只关心 t ≥ 0时的振动，延拓：v(x, t) = u(x, t)H(t), H(t) =  1, t ≥ 0
0, t < 0

为阶跃函数

v(x, t)满足：
vtt - a2 vxx = 0
v(x, 0) = 0, vt(x, t) = 0
v(0, t) = g(t),

其中 g(t) = f (t)H(t)定义于 - ∞ < t < ∞

这样，v(x, t)在 t ≥ 0时满足的条件与 u(x, t)相同。

故可以求 v(x, t), 在 t ≥ 0时的 v即为 u，而 v定义于 - ∞ < t < ∞，可对 t变量作傅氏变换

v的微分方程对 t变量做 Fourier变换：v(x, ω) = 
-∞

∞

v(x, t) - ω t  t

( ω)2 v(x, ω) - a2 vxx(x, ω) = 0 ⟹ v(x, ω) = A

(ω)  ω x/a + B(ω) - ω x/a

做反 Fourier变换时，第一项出现 A(t + x /a)，为左行波。

但 v(x, 0) = 0, vt(x, t) = 0，并且扰动来自 x = 0，x > 0区域不可能出现左行波。

故第一项不合题意 ，舍去（这里还是得用点物理分析 ）。
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因而：v(x, ω) = B(ω) - ω x/a

由边条：v(0, t) = g(t) Fourier变换 v(0, ω) = g(ω)

⟶ B(ω) = g(ω) ⟶ v(x, ω) = g(ω) - ω x/a

反Fourier变换： v(x, t) = g(t - x /a) = f (t - x /a)H(t - x /a)

对 t > 0, u(x, t) = v(x, t) = f (t - x /a)H(t - x /a)。 与行波法的结果相同 。

☺ 例 6.  半无限长的匀质细杆侧面绝热， x = 0端有热流强度 q0 sin ω0 t的热流流入，求长时间后的温度分布。

解：注意长时间后的分布不等于稳定分布 （因为边条与时间有关 ，不可能达到稳定），

长时间后的只表明解与初始条件无关 ，故无需初条。

对应于振动问题，相当于求长时间后的受迫振动问题 ，

这时仅剩下策动频率的振动 （参见第十章 强迫振动例题）

对于传热问题，要求解定解问题

定解条件：
ut - a2 uxx = 0 0 ≤ x < ∞ ,

ux(0, t) = -
q0

k
sin ω0 t, lim

x∞
u(x, t) ≠ ∞  

在定解条件中，所有物理量，即： u(x, t), a, q0, k，均为实数。

令：u(x, t) = Im[U (x, t)], U (x, t)满足：
Ut - a2 Uxx = 0

Ux(0, t) = -
q0

k
 ω0 t

显然，将 U的定解条件取虚部即可证明 ：U(x, t)的虚部满足 u(x, t)的定解条件

因此，只需从 U的定解条件，解出 U (x, t), 再求其虚部即得 u(x, t)。

对时间变量 t做 Fourier变换：ℱ[U (x, t)] = 
-∞

∞

U(x, t) - ω t  t = U

(x, ω) 得

( ω)U

(x, ω) - a2 U


xx(x, ω) = 0

U

x(0, ω) = -

q0

k
2 π δ(ω - ω0)

⟹ U

(x, ω) = A(ω) 

(1+)

2

ω

a
x

+ B(ω) 

-
(1+)

2

ω

a
x

其中利用了：ℱ ω0 t = 
-∞

∞

 ω0 t - ω t  t = 
-∞

∞

- (ω-ω0) t  t = 2 π δ(ω - ω0)

x∞时，U(x, t) 应有限，故 U

(x, ω)的第一项的系数 A(ω) = 0

⟹ U

(x, ω) = B(ω) 

-
(1+)

2

ω

a
x

由边条： U

x(0, ω) = -

q0

k
2 π δ(ω - ω0) ⟶ B(ω) =

q0

k

2 a π

(1 + )

2

ω
δ(ω - ω0)

⟶ U

(x, ω) =

q0

k

2 a π

(1 + )

2

ω0



-
(1+)

2

ω0

a
x

δ(ω - ω0)

反Fourier变换：U (x, t) =
1

2 π

-∞

∞

U

(x, ω)  ω t ω

=
q0

k

a

(1 + )

2

ω0



-
(1 + )

2

ω0

a
x

ω0 t
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=
q0 a

k ω0


-

ω0

2

x

a 
 ω0 t-

π

4
-

ω0

2

x

a

记得真正的物理解是 U(x, t)取虚部

u(x, t) = Im[U (x, t)] =
q0 a

k ω0


-

ω0

2

x

a sin ω0 t -
x

a

ω0

2
-

π

4

验证满足定解条件 。

u =
q0 a

k ω0


-

ω0
2

x

a Sin ω0 t -
x

a

ω0

2
-
π

4
;

D[u, t] - a2 D[u, {x, 2}] (* 方程 *)

D[u, x] /. x  0; (* 边条 *)

Simplify[%]

0

-
Sin[t ω0] q0

k

利用 Mathematica 画出温度分布动态图 。
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xm = 7;

ym = 0.7;

Animate

g1 = Plot
1

2

-

x

2 Sin t -
x

2

-
π

4
, {x, 0, xm},

PlotRange  {{0, 5}, {-0.5, 0.5}},

ColorFunction  Function {x, y}, ColorData["Rainbow"] y +
1

2
,

ColorFunctionScaling  False, Filling  Axis ;

g2 = ContourPlot
1

2

-

x

2 Sin t -
x

2

-
π

4
,

{x, 0, xm}, {y, 0, ym}, Axes  False, Frame  False, AspectRatio  ym / xm,

Contours  35, ContourStyle  None, PlotRange  Full,

ColorFunction  (ColorData["Rainbow"][# + 1 / 2] &),

ColorFunctionScaling  False ;

g3 = ContourPlot[y,

{x, -0.2, 0.2}, {y, -0.5, 0.5}, Axes  False, AspectRatio  15,

Contours  35, ContourStyle  None, PlotRange  All,

ColorFunction  (ColorData["Rainbow"][# + 1 / 2] &),

ColorFunctionScaling  False,

Frame  {{True, False}, {False, False}},

FrameTicks  {{{-0.50, 0, 0.5}, None}, {None, None}}];

Grid[{{g1, g2, g3}}], {t, 0, 2 π, 0.02}, AnimationRunning  False

t

-0.5

0

0.5
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☺ 例 7.  求解一维  Shrödinger 方程：- ℏ2

2m
ψ″(x) - V0 δ(x) ψ(x) = E ψ(x)，常数：V0 > 0, m > 0, ℏ > 0, E < 0。

解：这实际上是要求 ：粒子的能量值 E = ? 粒子的波函数：ψ(x) = ? （其中 V0为已知量）

对方程进行 Fourier变换，并利用 
-∞

∞

V0 δ(x) ψ(x) - k x x = V0 ψ(0)，有

ℏ2

2m
k2 ψ


(k) - V0 ψ(0) = E ψ


(k) ⟶ ψ


(k) = -

V0 c

E -
ℏ2 k2

2m

, 其中：c = ψ(0)

ψ

(k) =

2mV0

ℏ2

k2 +
2m (-E)

ℏ2

β (k,E)

ψ(0) = β(k, E) ψ(0)
ψ

(k) = β(k, E) ψ(0)决定 E的取值

（注意 ψ与 ψ

的区别）

反 Fourier变换：ψ(x) =
1

2 π

-∞

∞

ψ

(k)  k x k, 两边取 x = 0, 有

ψ(0) =
ψ(0)

2 π

-∞

∞

β(k, E) k ⟹ 
-∞

∞

β(k, E) k = 2 π

即：
-∞

∞

2m V0

ℏ2

k2 +
2m (-E)

ℏ2

k = 2 π, 因为 E < 0, 令 α =
2m (-E)

ℏ2

从而：
-∞

∞ k

k2 + α2
=

π ℏ2

mV0

利用留数定理，也可以通过原函数 arctg
k

α
再代入上下限

上式左边 = 2 π  Res
1

k2 + α2 k= α

=
π

α
=右边 =

π ℏ2

mV0

可解得：E = -
α2 ℏ2

2m
= -

mV0
2

2 ℏ2
⟶ ψ


(k) = -

V0 c

E -
ℏ2 k2

2m

=
2m

ℏ2

V0 c

k2 +
m2 V0

2

ℏ4

令：k0 =
m V0

ℏ2
, ψ(x) =

2m

2 π ℏ2

-∞

∞ V0 c 
 k x

k2 + k0
2

k = c -k0 x = ψ(0) -k0 x

其中利用了 Jordan引理：

lim
R∞


CR

 k x

k2 + k0
2
k = 0 , 对 x > 0与 x < 0, CR为

CR

for x > 0
CR

for  x < 0

物理意义：这里的 k0对应于波矢，k0 = 2 π/λ0。

k0越大，波长越短，波函数 ψ(x) ~ -k0 x衰减越快。

对应于动量越大的态的波函数越是局域 在 x ~ 0附近。

与经典物理中动量越大的态越是弥散 在空间相反。

实际上，尽管势阱无限深，但宽度却无限窄，有限大小的经典粒子是 “陷不进去 ”的，

只有量子粒子才受势阱作用 “陷”在 x ~ 0附近，并且动量越大，波长越短，“陷得越深 ”，局域性越强。

☺ 例 8.  三维空间的自由振动， Poisson公式
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定解问题：三维：
utt - a2 ∇2u = 0

ur, 0 = φ(r)，utr
, 0 = ψ(r)

三维情况对应于 Poisson公式

一维： utt - a
2 uxx = 0

u(x, 0) = φ(x)，ut(x, 0) = ψ(x)
一维情况有 D’Alembert 公式

解：对 r做三维Fourier变换，在Fourier空间，定解问题化为

u ttk, t + a2 k2 uk, t = 0

uk, 0 = φ(k)，u tk, 0 = ψ

(k)

⟹
u k, t = A(k) cos a k t + B(k) sin a k t

uk, 0 = φ (k)，u t k, 0 = ψ

(k)

， 其中 k = k。

由初条定出 A(k) , B(k)： u k, t = φ(k) cos a k t
I1

+
ψ

(k)

k a
sin a k t

I2

做反Fourier变换，因为 I1与 I2均为两个 k的函数的乘积，反变换必然是一些卷积 。下逐项计算。

ℱ-1
sin α k

k
=

1

(2 π)3
  

 α k - - α k

2  k
 k r cos θ k2 k cos θ ϕ

3k


（其中：α = a t）

=
2 π

(2 π)3


0

∞  α k - - α k

2  k

 k r - - k r

 k r
k2 k

= -
1

(2 π)2

1

2 r


0

∞

 α k - - α k  k r - - k r k

= -
1

(2 π)2

1

2 r


0

∞

 (α+r) k + - (α+r) k - k(α- r) --(α-r) k r k

= -
1

4 π r
[δ(r + α) -δ (r - α)] =

1

4 π r
δ(r - α)

⟹ ℱ-1
sin α k

k
=

1

4 π r
δ (r - α) = f (r)

其中利用了：
-∞

∞

 k(r±α) k = 2 π δ(r ± α) 及：r = r ≥ 0, α = a t ≥ 0 故：δ(r + α) = 0

ℱ-1[I2] = ℱ-1
ψ

(k)

a

sin a k t

k
=

1

a
   ψ(r′) f r -r′ 3 r′

=
1

4 π a
  

ψ(r′)

r -r′
δr -r′ - a t 3 r′

ℱ-1[cos α k ] =
1

(2 π)3
  

 α k + - α k

2
 k r cos θ k2 k cos θ ϕ

3k


（其中：α = a t）

=
2 π

(2 π)3


0

∞ α k + - α k

2

 k r - - k r

 k r
k2 k

= -
1

(2 π)2

1

2 r


0

∞

 α k + - α k  k r - - k r  k k

= -
1

(2 π)2

1

2


0

∞

 (α+r) k + - (α+r) k - k(α- r) --(α-r) k r
 k

r
k

= ? （思考：如何Fourier变换的利用微分定理 ）

另辟捷径：cos a t k =
∂

∂ t

sin k a t

k a
⟷

1

4 π a

∂

∂ t

δ(r - a t)

r
= g(r), 这里偏导是指求导时 a, k视为常量

傅氏变换是对 r进行的。注意因为有 δ(r - a t)因子，r不再独立于 t，不能移到求导算符
∂

∂ t
之外。
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ℱ-1[I1] = ℱ-1 φ(k) cos a k t =
1

4 π a
   φ(r′) gr -r′ 3 r′

=
1

4 π a
   φ(r′)

∂

∂ t

δr -r′ - a t

r -r′
3 r′ 注意这里 r′是积分变量，与 t无关

=
1

4 π a

∂

∂ t
  

φ (r′)

r -r′
δr -r′ - a t 3 r′

ur, t = ℱ-1[I1] + ℱ-1[I2] 以 
V∞

3 r′ 表示对整个空间的积分

=
1

4 π a

∂

∂ t

V∞

φ (r′)

r -r′
δr -r′ - a t 3 r′ + 

V∞

ψ(r′)

r -r′
δr -r′ - a t 3 r′

物理意义：看 r = 0处的振动，假设初始扰动仅局限于空间某一区域 V0之内，如图所示

V0区距原点 r = 0最近的距离为 d，

最远的距离为 D。以原点为球心，

d和 D为半径作两球面 Sd和 SD。

初始扰动 φ(r′)和 ψ(r′)局限于 V0之内，

φ(r′)和 ψ(r′)仅在 d ≤ r′ ≤ D才不为 0。

d

V0

r
′

D

由 ur, t的表达式：

u(0, t) =
1

4 π a

∂

∂ t

V∞

φ (r′)

r′
δ(r′ - a t) 3 r′ + 

V∞

ψ(r′)

r′
δ(r′ - a t) 3 r′ ——积分对整个空间进行 。

现观察某一时刻 t在 r = 0处的振动：

t < d /a 时, 被积函数中的 δ函数要求仅在 r′ = a t积分才不为 0，

但 r′ = a t时，有 r′ = a t < d，而 r′ < d时 φ(r′)和 ψ(r′)均为 0。

故在 t < d /a时，u(0, t)为 0。

t > D /a时, 一方面，被积函数中的 δ函数要求仅在 r′ = a t积分才不为 0，

另一方面，r′ = a t时，r′ = a t > D， r′ < D时 φ(r′)和 ψ(r′)均为 0。

故在 t > D /a时，u(0, t)为 0。

仅在 d /a < t < D /a时，u(0, t)才不为 0。也就是说，位于 V0区域的扰动，

以速度 a传播，太早了，扰动尚未传到达 r = 0处，太迟了，扰动 “已乘黄鹤去 ”。

令：3 r′ = S′  r′, ur, t可改写为

ur, t =
1

4 π a

∂

∂ t

Sat

φ (r′)

a t
S′ + 

Sat

ψ(r′)

a t
S′ —— Poissson公式

Sat 表明积分仅在以 r为球心，a t为半径的球面上进行 。这就是三维空间的自由振动问题的解 。

换言之，要看 r处在 t时刻是否有振动，仅需以 r为球心，a t为半径做球面，

若球面经过 φ(r′)或 ψ(r′)不为 0的区域，则 ur, t ≠ 0，否则 ur, t = 0。

物理意义：

1. t时刻 r处的振动是由以 r为球心，a t为半径的球面上在 t = 0时刻的扰动传来的 —— 波以速度 a传播。

2.假设初始时刻： ψ(r′) = 0,

φ(r′)仅在以 R为半径厚度为 2 d的薄球壳上的某一立体角 δΩ上为常数 u0，其余为 0

则：仅在 R - d ≤ a t ≤ R + d时，在 r = 0处的振动才不为 0，这时

ur, t r=0 =
1

4 π a

∂

∂ t

Sat

φ (r′)

a t
S′ =

1

4 π a

∂

∂ t

Sat

φ(a t, Ω)

a t
(a t)2 Ω =

1

4 π a

∂

∂ t
(a t u0 δΩ) =

δΩ

4 π
u0

10   z11a.nb



r = 0处感受到的位移仅为原来的
δΩ

4 π
，一维情况为

1

2
，

因为位移 （扰动）均匀分配于整个空间的 4 π立体角中，对二维情况，则均匀分配于 2 π平面角中。

思考：习题 10.2.1 (p208)的结果有什么问题吗 ？见 p386的解答与 p358的答案。

 正弦、余弦变换

从以上例题可知：

◼ 应用Fourier变换求解微分方程，主要是利用微分定理将微分方程变为代数方程

ℱ f (n)(x) = ( k)n f

(k), 条件： lim

x±∞
f (m)(x) = 0, form = 0, 1, 2, …, n - 1

◼ 自变量的变化范围应在 -∞到 +∞。对半无界情况，应对时间或空间变量进行延拓。

能否对半无界情况直接处理？——  正弦、余弦变换

ℱS[ f (x)] = 
0

∞

f (x) sin k x x = f

S (k)

ℱS
-1 f


S (k) =

2

π


0

∞

f

S(k) sin k x k = f (x)

正弦变换

ℱC[ f (x)] = 
0

∞

f (x) cos k x x = f

C (k)

ℱC
-1 f


C(k) =

2

π


0

∞

f

C(k) cos k x k = f (x)

余弦变换

利用正弦、余弦变换，就不必延拓到 x < 0区间。

实际上，正弦、余弦变换已经分别隐含了奇延拓与偶延拓。

现在的问题是，是否有类似于Fourier变换的微分定理的性质，

以便把微分变为乘积。为此，需要观察微商的正弦或余弦变换。

ℱS[ f ′(x)] = 
0

∞

f ′(x) sin k x x = f (x) sin k x
0

∞

- k 
0

∞

f (x) cos k x x = -k f

C(k)

其中利用了分部积分 ，以及 lim
x∞

f (x) = 0。 类似可得：

ℱS[ f
″(x)] = 

0

∞

f ″(x) sin k x x = f ′(x) sin k x
0

∞

- k 
0

∞

f ′(x) cos k x x

= -k f (x) cos k x 0
∞

- k2


0

∞

f (x) sin k x x, 利用了 lim
x∞

f ′(x) = 0

= k f (0) - k2 f

S(k)

因此，若要利用正弦变换求解微分方程，除 lim
x∞

f (m)(x) = 0外，还需要：

 微分方程中应包含： f (x) 和 f ″(x)，不可含有  f ′(x)，否则正余弦变换互换，不能求解

 f (0)已知（最好是  0），即对应于  Dirichlet 条件  ——   I 类边条作正弦变换

类似可得，

ℱC[ f ′(x)] = 
0

∞

f ′(x) cos k x x = f (x) cos k x
0

∞

+ k 
0

∞

f (x) sin k x x = - f (0) + k f

S(k)

ℱC[ f
″(x)] = 

0

∞

f ″(x) cos k x x = f ′(x) cos k x
0

∞

+ k 
0

∞

f ′(x) sin k x x

= - f ′(0) + k f (x) sin k x 0
∞

- k2


0

∞

f (x) cos k x x

= - f ′(0) - k2 f

C(k)

因此，若要利用余弦变换求解微分方程，除 lim
x∞

f (m)(x) = 0外，还需要：

 微分方程中应包含： f (x) 和 f ″(x)，不可含有  f ′(x)
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 f ′(0)已知，即对应于  Neumman 条件  ——   II 边条作正弦变换

正弦、余弦变换虽然可应用于半无界情况，但是

 应做何种变换，取决于边条类型： f (0) 或 f ′(0)

 微分方程中应包含： f (x) 和 f ″(x)，不可含有  f ′(x)

有无变换可摆脱这两个限制？——   Laplace 变换：ℒ[ f (x)]，可惜没有时间探讨。

☺ 例 9.  半无限长细杆初温为  0，x = 0端点有热流强度 q(t)流入，求温度分布 u(x, t)。

解：定解问题：
ut - a2 uxx = 0 泛定方程

ux(0, t) = -h(t)，ux(∞, 0) = 0 边条， h(t) = q(t) / κ

u(x, 0) = 0 初条

x变量是半无界，方程不含对 x的一阶导数项，给定 II类边条 ⟹ 余弦变换

对方程做余弦变换 ，注意到：ℱC[ f ″(x)] = - f ′(0) - k2 f

C(k)，有

u t(k, t) - a2-ux(0, t) - k2 u(k, t) = 0 ⟹ u t(k, t) + k2 a2 u(k, t) = a2 h(t)

此乃一阶线性常系数非齐次微分方程 ，令：u(k, t) = A(t) -k2 a2 t （常数变易法思想）

代入得：A′(t) -k2 a2 t = a2 h(t) ⟹ A(t) = 
0

t

a2 h(τ) k2 a2 τ τ - A(0)

而：u(x, 0) = 0 ⟹ u(k, 0) = 0 = A(0)

⟹ u(k, t) = 
0

t

a2 h(τ) -k2 a2(t-τ) τ

做反余弦变换

u(x, t) =
2

π


0

∞

u(k, t) cos k x k =
2

π


0

∞


0

t

a2 h(τ) -k2 a2(t-τ) cos k x τ k

=
2 a2

π


0

t

τ h(τ) 
0

∞

-k2 a2(t-τ) cos k x k

=
2 a2

π

π

2 a


0

t h(τ)

t - τ


-

x2

4 a2(t-τ) τ

其中利用了：（注意以下 “推导”仅用于帮助理解，数学上是不严格的 ）

I = 
0

∞

-α x2 cos β x x =
1

2

-∞

∞

-α x2 cos β x x =
1

2
Re 

0

∞

-α x2+ β x x

=
1

2
Re 

-∞

∞

-α (x+ β/2 α)2-β2/4 α x = -β2/4 α Re 
-∞

∞

-α (x+ β/2 α)2 x

=
-β

2/4 α

2 α

Re 
-∞

∞

-y
2
y =

-β
2/4 α

2 α

π

☺ 例 10.  求解上半平面的Laplace边值问题。

定解问题：

uxx + uyy = 0 - ∞ < x < ∞, y > 0
u(x, 0) = g(x)， u(x, ∞) = 0
lim
x±∞

u(x, y) = 0,

解：此定解问题对应于给定 x轴上的电势，求上半平面的电势 。

x无界，可做Fourier变换，y半无界 I 类边条，做正弦变换 （因为是 Dirichlet边条）。

( k1)
2 u

(k1, k2) + k2 u

(k1, 0) - k2
2 u

(k1, k2) = 0, 纯代数方程

u(x, 0) = g(x) ⟶ u(k1, 0) = g(k1) ⟶ u

(k1, k2) =

k2 u
(k1, 0)

k1
2 + k2

2
=
k2 g

(k1)

k1
2 + k2

2

ℱ-1
k2

k1
2 + k2

2
=

1

2 π

-∞

∞ k2  k1 x

k1
2 + k2

2
k1 =

1

4 π 

-∞

∞  k1 x

k1 -  k2

-
 k1 x

k1 +  k2

k1
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=
1

2
-k2 x 其中利用了 Jordan引理 以及 k2 > 0

利用卷积定理：u(x, k2) = 
-∞

∞

g(ξ)
1

2
-k2 x-ξ ξ

做反正弦变换：

u(x, y) =
2

π


0

∞


-∞

∞

g(ξ)
1

2
-k2 x-ξ sin k2 y ξ k2， 蓝色部分为 u(x, k2)

=
1

π

-∞

∞

ξ g(ξ) 
0

∞ 1

2 
-k2(x-ξ- y) - -k2(x-ξ+  y) k2

=
1

π

-∞

∞

ξ g(ξ)
1

2 

1

x - ξ -  y
-

1

x - ξ +  y

=
y

π

-∞

∞ g(ξ)

(x - ξ)2 + y2
ξ

Clear[g, x, y];

g[x_] := Exp[-x2];

u[x_, y_] :=
y

π
Integrate

g[ξ]

(ξ - x)2 + y2
, {ξ, -∞, ∞} ;

D[u[x, y], {x, 2}] + D[u[x, y], {y, 2}];

FullSimplify[%, {y > 0, x ∈ Reals}]

0
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