
12
正交曲线坐标系

分离变量法是求解数理方程（偏微分方程）的常用方法。

在分离变量法中，我们需要齐次边条，再把多元函数的齐次边条化为单变量函数的齐次边条，进而求解本征值问题。

例如：当边界在 x = a平面时，在直角坐标系中，我们可以轻易地把多元函数的  I 类齐次边条化为单变量函数的齐次边条

u(x, y, z, t)x=a = 0
u(x,y,z,t)=X(x) Y(y) Z(z) T (t)

X(x) Y(y) Z(z) T(t)
x=a

= 0 ⟶ X(a) = 0

但如果边界是球面，取直角坐标系显然不能把多元函数的齐次边条化为单变量函数的齐次边条。

直角坐标系将得到 ：u(x, y, z, t)x2+y2+z2= a2 = 0
u(x,y,z,t)=X(x) Y(y) Z(z) T (t)

X(x) Y(y) Z(z) T(t)
x2+y2+z2= a2

= 0

无法得到单变量函数的齐次边条 。

这时应该取球坐标 (r, θ, ϕ)，在球坐标中进行分离变量，从而有：

u(r, θ, ϕ, t)r=a = 0
u(r,θ,ϕ,t)=R(r) Θ(θ) Φ(ϕ) T(t)

R(r) Θ(θ) Φ(ϕ) T(t)
r=a

= 0 ⟶ R(a) = 0

所以，要利用分离变量法，应该取合适的坐标系，使得

边界在所取的坐标系中对应于某一个坐标变量等于常数 。

这样才能把多元函数的齐次边条化为单变量函数的齐次边条，从而利用齐次边条定出本征值、本征函数。

所以我们有以下结论：体系的边界决定了我们应该取什么样的坐标系。或者，说得更迷人或更迷蒙一点，

体系的对称性决定了坐标系 。

对Laplace方程（波动方程可化为Helmholtz方程，比Laplace方程稍微复杂，分离变量的做法相同），数学上证明了：

只有在11种坐标系中才能通过分离变量求解。这11种坐标系包括（常用的）：

直角坐标系、球坐标系、圆柱坐标系

当然还有：椭圆柱坐标系、抛物柱面坐标系、扁球面坐标系、长球面坐标系、圆锥坐标系等等。

因为我们要在球坐标系、圆柱坐标系中应用分离变量法，为此我们需要了解一些曲线坐标系的常识，

如：梯度、散度、旋度、特别是  Laplacian（∇2）的表达形式，因为数理方程大多涉及   Laplacian （∇2）运算。

这里的推导没有涉及各种几何意义，可作为大部分数学教材的一种  alternative。

12.1 正交曲线坐标系

 直角坐标系中的矢量分析公式

先回顾直角坐标系的矢量分析公式。除特别说明，以下公式中隐含了对重复指标求和（Einstein  求和约定）。

位置矢量、微分线元：对空间上以直角坐标 (x, y, z)表征的任意一点 P，

位置矢量：r = x ex + y ey + z ez = xi e

i，为从坐标原点到 P点的矢量。其中 x1 = x, x2 = y, x3 = z



e1 = ex, e


2 = ey, e


3 = ez为直角坐标的三个基矢 ，这三个基矢与空间点的位置无关 ，长度为 1。

微分线元： r = ex x + ey y + z ez  z = ei xi，因坐标 {xi}发生变化导致的位置矢量的变化

上式表明：若保持其它坐标不变 ，只让坐标 xi发生一微小变化，位置矢量沿 ei方向移动了长度 xi

梯度：对标量函数 φ(x, y, z)

∇φ(x, y, z) =
∂ φ

∂ x
ex +

∂ φ

∂ y
ey +

∂ φ

∂ z
ez = ei ∂ iφ,

其中 x1 = x, x2 = y, x3 = z, ∂ iφ ≡
∂ φ

∂ xi

, e1 = ex , e2 = ey , e3 = ez

性质：全微分 φ =
∂ φ

∂ x
x +

∂ φ

∂ y
y +

∂ φ

∂ z
 z = [∇φ(x, y, z)] ·  r, 其中  r = ei xi为微分线元

上式表明：

因坐标 {xi}变化导致函数的变化 φ，等于该函数的梯度与位置矢量的微分线元  r之标量积。

又：让位置矢量沿某方向 el做一微小变化： r = el  l，函数值的变化为：

φ = [∇φ(x, y, z)] ·  r = [∇φ(x, y, z)] · el  l ⟹
φ

 l
= el ·∇φ(x, y, z)

上式表明：

梯度与任意方向单位矢量的标量积等于函数沿该方向的方向导数 。

以上两个性质作为是推导一般坐标系中梯度 、散度、旋度和 Laplacian等各种表达式的基础 。

散度：对矢量函数 V(x, y, z) = V1(x, y, z) ex + V2(x, y, z) ey + V3(x, y, z) ez = Vi e

i

∇ ·V(x, y, z) =
∂V1

∂ x1

+
∂V2

∂ x2

+
∂V3

∂ x3

= ∂ i Vi , 其中 ∂ i Vi =
∂Vi

∂ xi

旋度：对矢量函数 V(x, y, z) = V1(x, y, z) ex + V2(x, y, z) ey + V3(x, y, z) ez = Vi e

i

∇ V(x, y, z) =
e1 e2 e3

∂1 ∂2 ∂3

V1 V2 V3

= e1

∂V3

∂ x2

-
∂V2

∂ x3

+ e2

∂V1

∂ x3

-
∂V3

∂ x1

+ e3

∂V2

∂ x1

-
∂V1

∂ x2

= ϵijk e

i ∂ j Vk,

∇ V(x, y, z)
i
= ϵijk ∂ j Vk = ∂ j Vk ϵ jki

其中 ϵijk为 Levi - Civita符号：ϵijk =
1 若下标 ijk = 123及其循环置换

-1 若下标 ijk = 321及其循环置换

0 其它

Levi - Civita符号满足：

ab = ϵijk e

i a j bk 或更简单些：e


i · ab = ϵijk a j bk

ϵijk = -ϵ jik = -ϵikj = -ϵkji 任意两下标互换，差一负号

ϵijk ϵmnk = δim δ jn - δin δ jm

ϵi jk ϵm jk = δim δ jj - δij δ jm = 3 δim - δim = 2 δim

Laplacian：对标量函数 φ(x, y, z)

∇2 φ(x, y, z) =
∂2 φ

∂ x1
2

+
∂2 φ

∂ x2
2

+
∂2 φ

∂ x3
2

= ∂ i∂ iφ, 其中 ∂ iφ =
∂ φ

∂ xi

Laplacian ∇2 的平移、转动不变性

容易看出，Laplacian 在坐标平移变换下是不变的

坐标平移：xi
′ = xi + αi i = 1, 2, 3, 满足：

∂ x j

∂ xi
′
= δi j

定义：∂ i φ =
∂ φ

∂ xi

, ∂ i
′ φ =

∂ φ

∂ xi
′
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显然：∂ i
′ φ =

∂ φ

∂ xi
′
=

∂ φ

∂ xk

∂ xk

∂ xi
′

=
∂ φ

∂ xk

δi k =
∂ φ

∂ xi

= ∂ i φ

从而：Laplacian ∇2 φ = ∂ i∂ i φ = ∂ i
′ ∂ i

′ φ

Laplacian 在转动变换下也是不变的

对于一个由 Euler角 (α, β, γ)确定的转动 ，空间同一点新旧坐标的变换关系为 ：

xi
′ = Ai j x j 转动矩阵：A =

cos α cos β cos γ - sin α sin γ -cos α cos β sin γ - sin α cos γ cos α sin β

sin α cos β cos γ - cos α sin γ -sin α cos β sin γ + cos α cos γ sin α sin β

-sin β cos γ sin β sin γ cos β

转动矩阵满足 ：AT = A-1 ⟹ Ai j
-1 = A j i ,

x j = Aj i
-1 xi

′ ⟹ ∂ i
′ φ =

∂ φ

∂ xi
′
=

∂ x j

∂ xi
′

∂ φ

∂ x j

= A j i
-1 ∂ jφ = Ai j ∂ j φ

∂ i
′ ∂ i

′ φ = ∂ i
′ [Ai k ∂k φ] = Ai k ∂k ∂i

′ φ = Ai k ∂k [Ai j ∂ jφ]

= Ai k Ai j ∂k ∂ j φ = Ak i
-1 Ai j ∂k ∂ jφ = δ j k ∂k ∂ jφ = ∂ j∂ j φ

 正交曲线坐标系

空间上的任意一点 P可以用直角坐标 (x, y, z)或 (x1, x2, x3)表征。

若果存在一组独立、连续、可微的单值函数

u1 = f1(x1, x2, x3), u2 = f2(x1, x2, x3), u3 = f3(x1, x2, x3)

并且其反函数

x = x1 = f


1(u1, u2, u3), y = x2 = f


2(u1, u2, u3), z = x3 = f


3(u1, u2, u3)

也独立、连续、可微、单值，

那么 P点的坐标就也可以用 (u1, u2, u3)表征，因为 (x1, x2, x3)与 (u1, u2, u3)一一对应。

(u1, u2, u3)称为空间点 P的曲线坐标。

用曲线坐标来描述空间任意点位置的坐标系称为曲线坐标系。

典型的曲线坐标系如：

圆球坐标系：
x = r sin θ cos ϕ
y = r sin θ sin ϕ
z = r cos θ

u1 = r = x2 + y2 + z2
1/2

u2 = θ = cos-1
z

r
, ρ = x2 + y2

1/2

u3 = ϕ =

cos-1
x

ρ
, y ≥ 0

2 π - cos-1
x

ρ
, y < 0

圆柱坐标系：
x = ρ cos ϕ
y = ρ sin ϕ
z = z

u1 = ρ = x2 + y2
1/2

u2 = ϕ =

cos-1
x

ρ
, y ≥ 0

2 π - cos-1
x

ρ
, y < 0

u3 = z

三个函数独立的要求为：Jacobi 行列式不等于  0。

J =
∂ (u1, u2, u3)

∂ (x1, x2, x3)
=

∂ u1

∂ x1

∂ u1

∂ x2

∂ u1

∂ x3

∂ u2

∂ x1

∂ u2

∂ x2

∂ u2

∂ x3

∂ u3

∂ x1

∂ u3

∂ x2

∂ u3

∂ x3

≠ 0
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在直角坐标系和一般曲线坐标系中，位置矢量 r分别表为：

r = ei xi = r
(x1, x2, x3) = r(u1, u2, u3), e1 = ex , e2 = ey , e3 = ez。

即：位置矢量 r是坐标的矢量函数。

由于坐标变化导致位置矢量的变化，称为微分线元  r，表为全微分形式

 r =
∂ r(x1, x2, x3)

∂ xi

xi = ei xi =
∂ r(u1, u2, u3)

∂ ui

ui = ai ui,

其中：
∂ r(x1, x2, x3)

∂ xi

= ei,
∂ r(u1, u2, u3)

∂ ui

= ai

显然，
∂ r(x1, x2, x3)

∂ xi
 即为直角坐标中三个单位长度的基矢，因为 r = ei xi 中的 ei为常矢量。

现在来看 ai的方向。以 a1为例。

a1 =
∂ r(u1, u2, u3)

∂ u1

定义式

=
∂ x1(u1, u2, u3)

∂ u1

e1 +
∂ x2(u1, u2, u3)

∂ u1

e2 +
∂ x3(u1, u2, u3)

∂ u1

e3 =
∂ xi

∂ u1

ei

a1的几何意义：在空间某点，保持坐标 u2和 u3不变，仅让坐标 u1作一微小变化，

位置矢量 r相对于 u1的变化率。

而保持坐标 u2和 u3 不变，让坐标  u1 变化，点在空间的轨迹（跑出的曲线）称为 坐标曲线 u1。

显然，坐标曲线 u1由下列参数方程给出

x1 = f


1(u1, u2, u3)

x2 = f


2 (u1, u2, u3)

x3 = f


3 (u1, u2, u3)

, 因此坐标曲线 u1的切向为：
∂ x1

∂ u1

e1 +
∂ x2

∂ u1

e2 +
∂ x3

∂ u1

e3 = a1

所以，坐标曲线 u1的切向就是 a1 =
∂ r(u1, u2, u3)

∂ u1

的方向 （此处是方向相同，大小尚未归一）。

通常，取坐标曲线 u1切向的单位矢量作为曲线坐标系的一个基矢 u1，因此，曲线坐标系的三个基矢为：

u i =
ai

 ai
=
ai

hi

, hi =  ai =
∂ x1

∂ ui

2

+
∂ x2

∂ ui

2

+
∂ x3

∂ ui

2

, 利用了 ai =
∂ x1

∂ ui

e1 +
∂ x2

∂ ui

e2 +
∂ x3

∂ ui

e3

这里在直角坐标系中利用 Pythagorean定理求得 ai的长度 hi并进行归一化得 u i

 r = ei xi = ai ui = hi u

i ui, ai = e


k

∂ xk

∂ ui

注意曲线坐标系的基矢 u i尽管长度均为1，但是其方向与空间位置有关，依然是  {u1, u2, u3} 的函数

即：曲线坐标系的基矢 u i可能不是常矢量。（尽管其长度已归一化，方向会变。）

这一点不同于直角坐标系，后者的三个基矢 ei都是常矢量。

微分线元  r的长度，利用直角坐标系中  ek ·e

k′ = δk k′

 r · r =  ei xi ·  e


j x j =  ei · e


j xi x j = xi xi

=  ai ui ·  a j u j = ai ·a j ui u j

= ek ·e

k′

∂ xk

∂ ui

∂ xk′

∂ u j

ui u j =
∂ xk

∂ ui

∂ xk

∂ u j

ui u j = gij ui u j

gij = ai ·a j =
∂ xk

∂ ui

∂ xk

∂ u j

=
∂ x1

∂ ui

∂ x1

∂ u j

+
∂ x2

∂ ui

∂ x2

∂ u j

+
∂ x3

∂ ui

∂ x3

∂ u j

,

gij构成的矩阵称为度规。度规的对角元 gii = hi
2 （注意这里 gii的两个重复指标不求和 ）

如果 gij = ai ·a j =  hi
2, i = j
0, i ≠ j

，则对应的曲线坐标系称为 ：正交曲线坐标系

对正交曲线坐标系 ：  r · r = xi xi = hi
2 ui ui （注意这里三个重复指标仅对 i 求和一次）
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对正交曲线坐标系 ，总可以对三个两两正交的单位矢量 ：u1, u2, u3的下标进行适当的调整 ，使得：

u1×u2 = u3, u2×u3 = u1, u3×u1 = u2

这种正交曲线坐标系称为 右手系。 21
23 1

3

Take-home message，对正交曲线坐标系，有：

 r = ei xi = ai ui = hi u

i ui

,

 r · r = xi xi = gij ui u j
正交系

hi
2 ui ui

,

hi =
∂ x1

∂ ui

2

+
∂ x2

∂ ui

2

+
∂ x3

∂ ui

2 1/2

几何意义：若仅仅让第 i个坐标 ui作微小变化 ui，对应的微分线元长度为 ：hi ui 不是 ui

因此，对正交曲线坐标系中 ，函数 φ(u1, u2, u3)沿 u i方向的方向导数为 ：
1

hi

∂ φ

∂ ui

而非
∂ φ

∂ ui

。

这里沿 u i方向意味着另两个坐标没有变 。

 正交曲线坐标系中的梯度、散度、旋度与Laplacian

梯度：

当正交曲线坐标 (u1, u2, u3)发生一微小变化时，标量函数 φ(x1, x2, x3) = φ(u1, u2, u3)发生的改变可表为函数的全微分

φ =
∂ φ

∂ xi

xi =
∂ φ

∂ ui

ui

另一方面，当坐标发生一微小变化时，位置矢量的微分线元  r为

 r = ei xi = hi u

i ui

而 梯度的意义 就在于：因坐标变化导致函数值的变化 φ，等于该函数的梯度与微分线元   r的标量积。

令：正交曲线坐标中梯度  ∇φ = α1 u


1 + α2 u


2 + α3 u


3,  并利用正交曲线坐标系： u i ·u


j =
ai ·a j

hi h j
= δij 

φ =
∂ φ

∂ ui

ui = (∇φ) · r = (α j u


j) ·hi u

i ui = αi hi ui

ui相互独立 αi =
1

hi

∂ φ

∂ ui

（这里不对 i求和）

从而： ∇φ =
1

h1

∂ φ

∂ u1

u1 +
1

h2

∂ φ

∂ u2

u2 +
1

h3

∂ φ

∂ u3

u3 ,

其中： hi =
∂ x1

∂ ui

2

+
∂ x2

∂ ui

2

+
∂ x3

∂ ui

2 1/2

上式即为正交曲线坐标系中梯度的表达式。

两个关系式：

(a) ∇ui =
1

hi

u i 证明： 以 ui替代梯度表达式中的 φ即得。（令 φ = ui代入 ∇φ即得）

(b) u1 = h2 h3(∇u2) (∇u3), u2 = h3 h1 ∇ u3 ∇ u1, u3 = h1 h2 ∇u1 ∇u2, 类比于： e1 = e1 × e3

证明：据 (a), ∇u2 =
u2

h2

, ∇u3 =
u3

h3

⟶ (∇u2) (∇u3) =
u2 u3

h2 h3

=
u1

h2 h3

,

这里利用了 u1, u2, u3两两垂直构成右手系。

散度：

在正交曲线坐标系，矢量函数：V(x, y, z) = V1(u1, u2, u3) u


1 + V2(u1, u2, u3) u


2 + V3(u1, u2, u3) u


3
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散度：∇ ·V(x, y, z) = ∇ · (V1 u


1)
d1

+ ∇ · (V2 u


2)
d2

+ ∇ · (V3 u


3)
d3

注意在正交曲线坐标系中 ，u i不是常矢量。

d1 = ∇ · (V1 u


1)
利用(b)

∇ · [V1 h2 h3(∇u2) (∇u3)] 利用 ∇ · V A = (∇V) ·A + V ∇ ·A

= ∇(V1 h2 h3) · (∇ u2 ∇u3) +(V1 h2 h3) ∇ · (∇u2 ∇u3) 第一项利用关系式 (b)

= ∇ (V1 h2 h3)
标量函数的梯度

·
u1

h2 h3

, 利用了 ∇ · [(∇ u2) (∇u3)] = [∇  (∇u2)] ·∇u3 - [∇  (∇u3)] ·∇u2 = 0

=
1

h1

∂ (V1 h2 h3)

∂ u1

u1 +
1

h2

∂ (V1 h2 h3)

∂ u2

u2 +
1

h2

∂ (V1 h2 h3)

∂ u3

u3 ·
u1

h2 h3

=
1

h1 h2 h3

∂ (V1 h2 h3)

∂ u1

实际上 u1 ·∇φ等于 φ沿 u1方向的方向导数，从而：u


1 ·∇φ =
∂ φ

∂ l1
=

1

h1

∂ φ

∂ u1

≠
∂ φ

∂ u1

。

注意坐标 u1做微小变化时，位置矢量沿 u1方向的变化长度为 h1 u1而非 u1，故：
∂ φ

∂ l1
≠

∂ φ

∂ u1

类似可得：d2 =
1

h1 h2 h3

∂ (V2 h3 h1)

∂ u2

, d3 =
1

h1 h2 h3

∂ (V3 h1 h2)

∂ u3

从而： ∇ ·V (x, y, z) =
1

h1 h2 h3

∂ (V1 h2 h3)

∂ u1

+
∂ (V2 h3 h1)

∂ u1

+
∂ (V3 h1 h2)

∂ u3

 ∇ · [(∇u) (∇ v)] = 0  的证明。

∇ u = ∂i u, ∇ v = ∂ j v, (∇ u) (∇ v) = ϵi j k (∂ i u) (∂ j v),

∇ · [(∇u)(∇ v)] = ∂k [ ϵi j k (∂i u) (∂ j v)] = (∂ j v) [ϵi j k (∂k ∂ i u) ] + (∂ i u) [ϵi j k (∂k ∂ j v) ]

ϵi j k (∂k ∂ i u)：因为出现 Levi - Civita符号，故 i, j, k三下标应各不相同才不为 0

不是一般性，当 j = 1时，因隐含着对 i, k求和，故 (i, k) = (2, 3)和 (3, 2)

(i, k) = (2, 3)时，∂k ∂ i u = ∂3 ∂2 u = ∂2 ∂3 u, ϵi j k = ϵ213 = -1

(i, k) = (3, 2)时，∂k ∂ i u = ∂2 ∂3 u, ϵi j k = ϵ312 = 1
两者之和 = 0

故：ϵi j k (∂k ∂ i u) = 0，类似地：ϵi j k (∂k ∂ j v) = 0 ⟹ ∇ · [(∇u) (∇ v)] = 0

其实：ϵi j k (∂k ∂ i u) = ∇ ×( ∇u ) = 0

旋度：

在正交曲线坐标系，矢量函数：V(x, y, z) = V1(u1, u2, u3) u


1 + V2(u1, u2, u3) u


2 + V3(u1, u2, u3) u


3

散度：∇ V(x, y, z) = ∇ (V1 u


1)
c1

+ ∇ (V2 u


2)
c2

+ ∇ (V3 u


3)
c3

c1 = ∇ (V1 u


1)
利用(a)

∇ (V1 h1 ∇ u1) 利用 ∇ V A = (∇V) A + V ∇ A

= ∇ (V1 h1) (∇ u1) +(V1 h1) ∇ (∇u1)
此项为0

= ∇ (V1 h1)
u1

h1

, 其中利用了 ∇ (∇u1) = 0

=
1

h1

1

h1

∂ (V1 h1)

∂ u1

u1 +
1

h2

∂ (V1 h1)

∂ u2

u2 +
1

h3

∂ (V1 h1)

∂ u3

u3 u1 利用 u3 u1 = u2, u2 u1 = -u3

=
1

h1

1

h3

∂ (V1 h1)

∂ u3

u2 -
1

h2

∂ (V1 h1)

∂ u2

u3

类似可得：

c2 =
1

h2

1

h1

∂ (V2 h2)

∂ u1

u3 -
1

h3

∂ (V2 h2)

∂ u3

u1

c3 =
1

h3

1

h2

∂ (V3 h3)

∂ u2

u1 -
1

h1

∂ (V3 h3)

∂ u1

u2
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整理： ∇ V(x, y, z) =
1

h1 h2 h3

h1 u


1 h2 u


2 h3 u


3

∂

∂ u1

∂

∂ u2

∂

∂ u3

h1 V1 h2 V2 h3 V3

Laplacian ∇2：

对标量函数 φ(x1, x2, x3) = φ(u1, u2, u3)，

∇2 φ ≡ ∇ · (∇φ) = ∇ ·
1

h1

∂ φ

∂ u1

V1

u1 +
1

h2

∂ φ

∂ u2

V3

u2 +
1

h3

∂ φ

∂ u3

V3

u3

= ∇ · [V1 u


1 + V2 u


2 + V3 u


3]

=
1

h1 h2 h3

∂ (V1 h2 h3)

∂ u1

+
∂ (V2 h3 h1)

∂ u2

+
∂ (V3 h1 h2)

∂ u3

=
1

h1 h2 h3

∂

∂ u1

h2 h3

h1

∂ φ

∂ u1

+
∂

∂ u2

h3 h1

h2

∂ φ

∂ u2

+
∂

∂ u3

h1 h2

h3

∂ φ

∂ u3

 柱坐标系和球坐标系中的 Laplacian ∇2

柱坐标：

x = ρ cos ϕ
y = ρ sin ϕ
z = z

故：

h1 =
∂ x

∂ ρ

2

+
∂ y

∂ ρ

2

+
∂ z

∂ ρ

2 1/2

= 1

h2 =
∂ x

∂ ϕ

2

+
∂ y

∂ ϕ

2

+
∂ z

∂ ϕ

2 1/2

= ρ

h3 =
∂ x

∂ z

2

+
∂ y

∂ z

2

+
∂ z

∂ z

2 1/2

= 1

∇2 φ =
1

ρ

∂

∂ ρ
ρ

∂ φ

∂ ρ
+

1

ρ2

∂2 φ

∂ ϕ2
+

∂2 φ

∂ z2

Laplacian[φ[ρ, ϕ, z], {ρ, ϕ, z}, "Cylindrical"];

FullSimplify[%]

φ(0,0,2)[ρ, ϕ, z] +
1

ρ2
(φ(0,2,0)[ρ, ϕ, z] + ρ φ(1,0,0)[ρ, ϕ, z]) + φ(2,0,0)[ρ, ϕ, z]

球坐标：

x = r sin θ cos ϕ
y = r sin θ sin ϕ
z = r cos θ

故：

h1 =
∂ x

∂ r

2

+
∂ y

∂ r

2

+
∂ z

∂ r

2 1/2

= 1

h2 =
∂ x

∂ θ

2

+
∂ y

∂ θ

2

+
∂ z

∂ θ

2 1/2

= r

h3 =
∂ x

∂ ϕ

2

+
∂ y

∂ ϕ

2

+
∂ z

∂ ϕ

2 1/2

= r sin θ

∇2 φ =
1

r2 sin θ
sin θ

∂

∂ r
r2

∂ φ

∂ r
+

∂

∂ θ
sin θ

∂ φ

∂ θ
+

1

sin θ

∂2 φ

∂ ϕ2
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Laplacian[φ[r, θ, ϕ], {r, θ, ϕ}, "Spherical"];

FullSimplify[%]

1

r2
Csc[θ]2 φ(0,0,2)[r, θ, ϕ] + Cot[θ] φ(0,1,0)[r, θ, ϕ] +

φ(0,2,0)[r, θ, ϕ] + 2 r φ(1,0,0)[r, θ, ϕ] + φ(2,0,0)[r, θ, ϕ]

取巧的方法：

柱坐标：

sim1 = {x  ρ Cos[ϕ], y  ρ Sin[ϕ]};

sim2 = ρ  x2 + y2 , ϕ  ArcCos
x

ρ
;

sim3 = {ArcCos[Cos[ϕ]]  ϕ};

t1 = D[φ[ρ, ϕ, z] //. sim2, {x, 2}];

t2 = D[φ[ρ, ϕ, z] //. sim2, {y, 2}];

t3 = D[φ[ρ, ϕ, z] //. sim2, {z, 2}];

t = Simplify[(t1 + t2 + t3) /. sim1, {ρ > 0, ϕ ∈ Reals}];

t = Simplify[t //. sim3] // TraditionalForm

φ(0,2,0)(ρ, ϕ, z)

ρ2
+ φ(0,0,2)(ρ, ϕ, z) +

φ(1,0,0)(ρ, ϕ, z)

ρ
+ φ(2,0,0)(ρ, ϕ, z)

比较 ∇2 φ =
1

ρ

∂

∂ ρ
ρ

∂ φ

∂ ρ
+

1

ρ2

∂2 φ

∂ ϕ2
+

∂2 φ

∂ z2

球坐标：

sim1 = {x  r Sin[θ] Cos[ϕ], y  r Sin[θ] Sin[ϕ], z  r Cos[θ]};

sim2 = r  x2 + y2 + z2 , ρ  x2 + y2 , θ  ArcCos
z

r
 , ϕ  ArcCos

x

ρ
;

sim3 = {ArcCos[Cos[θ]]  θ, ArcCos[Cos[ϕ]]  ϕ};

t1 = D[φ[r, θ, ϕ] //. sim2, {x, 2}];

t2 = D[φ[r, θ, ϕ] //. sim2, {y, 2}];

t3 = D[φ[r, θ, ϕ] //. sim2, {z, 2}];

t = Simplify[(t1 + t2 + t3) /. sim1, {r > 0, θ ∈ Reals, ϕ ∈ Reals}];

t = Simplify[t //. sim3, {r > 0, 0 < θ < π, 0 ≤ ϕ ≤ 2 π}];

t = FullSimplify[t //. sim3, {r > 0, 0 < θ < π, 0 ≤ ϕ ≤ 2 π}] // TraditionalForm

1

r2
φ(0,2,0)(r, θ, ϕ) + 2 r φ(1,0,0)(r, θ, ϕ) + cot(θ) φ(0,1,0)(r, θ, ϕ) + csc2(θ) φ(0,0,2)(r, θ, ϕ) + φ(2,0,0)(r, θ, ϕ)

比较：∇2 φ =
1

r2 sin θ
sin θ

∂

∂ r
r2

∂ φ

∂ r
+

∂

∂ θ
sin θ

∂ φ

∂ θ
+

1

sin θ

∂2 φ

∂ ϕ2
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12.2 正交曲线坐标系中的分离变量

本节以柱坐标与球坐标为例，讨论在正交曲线坐标系中求解  Helmholtz 方程的分离变量法。

  为何关注 Helmholtz 方程

为何对  Helmholtz 方程情有独钟？最常见的数理方程大致分为三类：波动方程、扩散方程、稳定问题的  Laplace 方程。

从以下讨论可见，Laplace方程是  Helmholtz 方程的特殊形式。

而波动方程和扩散方程在做了时空坐标分离之后，空间部分满足的微分方程也为  Helmholtz 方程。

◼ 波动方程（此处仅讨论齐次标量波动方程，矢量波动方程的求解也以标量波动方程为基础）

标量波动方程：u为时空的标量函数

utt - a2 ∇2 u = 0 时空分离：u(x, y, z, t) = w(x, y, z) T(t) 代入波动方程

T″(t) w(x, y, z) - a2 T(t) ∇2 w(x, y, z) = 0 ⟶
T″(t)

a2 T(t)

=
∇2 w(x, y, z)

w(x, y, z)
= -λ 其中 λ为常数。

从而：
T″(t) + λ a2 T(t) = 0

∇2 w(x, y, z) + λ w(x, y, z) = 0
空间部分 w(x, y, z)满足的就是Helmholtz方程。

实际上，从时间函数 T(t)满足的方程就可隐约看出 ：λ ≥ 0。

因为，若 λ < 0, λ = -γ2, 必有 T~ ± γ a t，指数上升不合物理 ，指数下降很快衰减 ，不构成波。

◼ 扩散方程（热传导方程）

ut - a2 ∇2 u = 0 时空分离：u(x, y, z, t) = w(x, y, z) T(t) 代入扩散方程

T′(t) w(x, y, z) - a2 T(t) ∇2 w(x, y, z) = 0 ⟶
T′(t)

a2 T(t)

=
∇2 w(x, y, z)

w(x, y, z)
= -λ 其中 λ为常数。

从而：
T′(t) + λ a2 T(t) = 0

∇2 w(x, y, z) + λ w(x, y, z) = 0
空间部分 w(x, y, z)满足的也是Helmholtz方程。

实际上，从时间函数 T(t)满足的方程就可隐约看出 ：λ ≥ 0。

因为，若 λ < 0, λ = -γ2, 必有 T~ γ2 a2 t，指数上升不合物理 。

◼ 稳定问题的Laplace方程

∇2 u = 0 相当于 λ = 0的Helmholtz方程。

因此，我们要讨论利用分离变量法求解标量  Helmholtz 方程。

 柱坐标系中Helmholtz方程的分离变量

利用柱坐标系的Laplacian   ∇2 的表达式

∇2 φ =
1

ρ

∂

∂ ρ
ρ

∂ φ

∂ ρ
+

1

ρ2

∂2 φ

∂ ϕ2
+

∂2 φ

∂ z2

可得柱坐标系中Helmholtz方程 ∇2 w(x, y, z) + λ w(x, y, z) = 0化为：

1

ρ

∂

∂ ρ
ρ

∂w

∂ ρ
+

1

ρ2

∂2 w

∂ ϕ2
+

∂2 w

∂ z2
+ λ w = 0, 其中 λ ≥ 0 为时空分离时引入的常数 。

分离变量，令：w(ρ, ϕ, z) = R(ρ) Φ(ϕ) Z(z)，代入上式  Helmholtz方程，有：

Φ Z

ρ



ρ
ρ

R

ρ
+

R Z

ρ2

2 Φ

ϕ2
+ R Φ

2 Z

 z2
+ λ R Φ Z = 0
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1

ρ R



ρ
ρ

R

ρ
+

1

ρ2 Φ

2 Φ

ϕ2
+

1

Z

2 Z

 z2
+ λ = 0，

1

Z

2 Z

 z2
仅依赖于 z，故必为常数

1

ρ R



ρ
ρ

R

ρ
+

1

ρ2 Φ

2 Φ

ϕ2
+ λ = -

1

Z

2 Z

 z2
= μ

其中利用了左边与 z无关，右边仅依赖于 z，两者相等，必为常数，记为 μ。从而有方程：

Z″ + μ Z = 0

ρ

R



ρ
ρ

R

ρ
+ (λ - μ) ρ2 = -

1

Φ

2 Φ

∂ ϕ2
= γ

进而化为：

Z″ + μ Z = 0
Φ″ + γ Φ = 0
ρ

R



ρ
ρ

R

ρ
+ (λ - μ) ρ2 - γ = 0 ⟹ ρ2 R″ + ρ R′ + (λ - μ) ρ2 - γ R = 0

以上实现了变量分离，问题退化为一些常微分方程，

但引进了三个待定常数：λ, μ, γ，分别源自：分离时间、分离  Z(z) 和分离  Φ(ϕ)

下一步就是把三元函数的边界条件化为单变量函数的边界条件，

进而确定这些待定常数的允许取值，即求本征值与本征函数。我们将在下一章仔细讨论。

Take-home message:    柱坐标系中  Helmholtz 方程的分离变量

∇2 w(ρ, ϕ, z) + λ w(ρ, ϕ, z) = 0
λ≥0, Helmholtz方程

w(ρ,ϕ,z)=R(ρ) Φ(ϕ) Z (z)
Z″ + μ Z = 0
Φ″ + γ Φ = 0

ρ2 R″ + ρ R′ + (λ - μ) ρ2 - γ R = 0

 球坐标系中Helmholtz方程的分离变量

利用球坐标系的Laplacian表达式

∇2 φ =
1

r2

∂

∂ r
r2

∂ φ

∂ r
+

1

r2 sin θ

∂

∂ θ
sin θ

∂ φ

∂ θ
+

1

r2 sin2 θ

∂2 φ

∂ ϕ2

可得球坐标系中Helmholtz方程：∇2 w + λ w = 0  化为

1

r2

∂

∂ r
r2

∂w

∂ r
+

1

r2 sin θ

∂

∂ θ
sin θ

∂w

∂ θ
+

1

r2 sin2 θ

∂2 w

∂ ϕ2
+ λ w = 0,

其中 λ为时空分离时引入的常数 。

令：w(r, θ, ϕ) = R(r) Θ(θ) Φ(ϕ)，代入上式  Helmholtz方程，有：

Θ Φ

r2



 r
r2

R

 r
+

R Φ

r2 sin θ



θ
sin θ

Θ

θ
+

R Θ

r2 sin2 θ

2 Φ

ϕ2
+ λ R Θ Φ = 0

1

R r2



 r
r2

R

 r
+

1

Θ r2 sin θ



θ
sin θ

Θ

θ
+

1

Φ r2 sin2 θ

2 Φ

ϕ2
+λ = 0

接下去，可先分出 r

1

Θ sin θ



θ
sin θ

Θ

θ
+

1

Φ sin2 θ

2 Φ

ϕ2
= -

1

R



 r
r2

R

 r
- λ r2 = -l(l + 1)

                    其中利用了左边与 r无关，右边只依赖于 r，两者相等，必为常数，记为 -l(l + 1)。

从而有方程：



 r
r2 R′ +λ r2 -l(l + 1) R = 0

1

Θ sin θ



θ
(sin θ Θ′) +

Φ″

Φ sin2 θ
+ l(l + 1) = 0 ⟶

sin θ

Θ



θ
(sin θ Θ′) + l(l + 1) sin2 θ = -

Φ″

Φ
= γ

也可先分出  ϕ
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sin2 θ

R



 r
r2

R

 r
+

sin θ

Θ



θ
sin θ

Θ

θ
+ λ r2 sin2 θ = -

1

Φ

2 Φ

ϕ2
= γ

得：

Φ″ + γ Φ = 0
1

Θ sin θ



θ
sin θ

Θ

θ
-

γ

sin2 θ
= -

1

R



 r
r2

R

 r
- λ r2 = -l(l + 1)

进一步化为：



 r
r2 R′ +λ r2 -l(l + 1) R = 0

y (x)=R(r)

令：x= λ r
x2 y″ + 2 x y′ + x2 - l(l + 1) y = 0

Φ″ + γ Φ = 0
1

sin θ



θ
(sin θ Θ′) + l(l + 1) -

γ

sin2 θ
Θ = 0

y(x)=Θ(θ)

令：x=cos θ 

x
1 - x2

y

x
+ l(l + 1) -

γ

1 - x2
y = 0

以上实现了变量分离，问题退化为一些常微分方程，但引进了三个待定常数：λ, l(l + 1), γ。

下一步就是依据边界条件定出这些待定常数的允许取值，即求本征值与本征函数。我们将在下一章仔细讨论。

Take-home message:         球坐标系中  Helmholtz 方程的分离变量

∇2 w(ρ, ϕ, z) + λ w(ρ, ϕ, z) = 0
λ≥0, Helmholtz方程

w(r,θ,ϕ)=R(r) Θ(θ) Φ(ϕ)

1

sin θ



θ
(sin θ Θ′) + l(l + 1) -

γ

sin2 θ
Θ = 0

Φ″ + γ Φ = 0


 r
r2 R′ +λ r2 -l(l + 1) R = 0

 例题

在正式讨论求解本征值和本征函数之前，先通过简单例题，找点感觉。

☺ 例 1. 一半径为 b 的薄圆盘，上下两面绝热，圆盘边缘温度为 f (ϕ)，求圆盘稳定温度 u。

解：定解问题：

∇2 u(ρ, ϕ) = 0, 0 ≤ ρ ≤ a （写出方程的范围 0 ≤ ρ ≤ a，以免漏掉边条）

u(a, ϕ) = f (ϕ) 注意在 ρ = a处并不是齐次边条

u(0, ϕ)有限 在 ρ的两个边界上 （ρ = 0与 ρ = a）都要写出边条

u(ρ, ϕ) = u(ρ, ϕ + 2 π) ϕ没有 “边界”，满足周期条件。

分离变量： u(ρ, ϕ, z) = R(ρ) Φ(ϕ) Z(z)：

Z″ + μ Z = 0
Φ″ + γ Φ = 0

ρ2 R″ + ρ R′ + (λ - μ) ρ2 - γ R = 0
(1.1)

原来就是Laplace方程，故：λ = 0，又：问题与 z无关，故 μ = 0，

从而定解问题退化为 ：

Φ″ + γ Φ = 0
Φ(ϕ) = Φ(ϕ + 2 π)

ρ2 R″ + ρ R′ - γR = 0

R(0)有限

从哪一个方程出发确定本征值 γ？——看哪一个变量的单元函数给定边界条件 。

对一般情形，从 Z, Φ和 R三个函数所满足的微分方程 (1. 1)知：

R显然不会是第一个用于确定本征值的函数 ，因为它的方程包含了多个分离变量常数 ：λ, μ, γ。

本问题中，应由 Φ确定本征值 γ。

那么 Φ满足何种边条？—— 周期边界条件：Φ(ϕ + 2 π) = Φ(ϕ)

柱坐标系中，因为通常总有周期条件 ，故一般先利用周期边界条件 ，确定与 Φ相关的本征值 γ。

至于下一个是 Z还是 R，看那一变量有齐次边界条件 。（本问题中不涉及 Z）
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先考虑 Φ：Φ″ + γ Φ = 0

设：γ < 0，令 γ = -m2 ⟶ Φ = Am m ϕ + Bm -m ϕ 显然不可能满足周期条件

γ = 0, ⟶ Φ = B0 ϕ + A0, 仅当 B0 = 0时才满足能周期条件 ，故有：γ = 0, Φ = A0（常数）

γ > 0，令 γ = m2 ⟶ Φ = Am cos m ϕ + Bm sin m ϕ m为整数时满足周期条件

注： m等于负整数并不产生新的线性无关本征函数 ，故 m = 0, 1, 2, …

本征值：γ = m2, 本征函数：Φm = Am cos m ϕ + Bm sin m ϕ, 其中 m = 0, 1, 2, …

注：这里已包含了 γ = 0及其本征函数。

再考虑 R：ρ2 R″ + ρ R′ - m2 R = 0，以下利用 Frobenius and Fuchs方法求解，

未必最简单，却一定可行。

显然，ρ = 0为方程的正则奇点 ，方程的解必为：R = ρs 
k=0

∞

ck ρk 形式，代入微分方程

当 m ≠ 0时，求得指标 s = ±m及系数的递推关系 k(k + 2 s) ck = 0

ρ2 R″ = 
k=0

∞

ck(k + s) (k + s - 1) ρk+s

ρ R′ = 
k=0

∞

ck(k + s) ρk+s

m2 R = 
k=0

∞

ck m2 ρk+s

指标方程 （k = 0）：s(s - 1) + s - m2 = 0 ⟶ s = ±m

ck满足的关系：
ck(k + m) (k + m - 1) + ck(k + m) - ck m

2 = 0 ⟶ k(k + 2 m) ck = 0

ck(k - m) (k - m - 1) + ck(k - m) - ck m2 = 0 ⟶ k(k - 2 m) ck = 0

⟹
s = m时：仅当 k = 0时，ck = c0 ≠ 0，故： R = Cm ρm

s = -m时 仅当 k = 0与 k = 2 m时，ck ≠ 0，故：R = Dm ρ-m + Em ρm

两个线性无关解是 ：ρm与 ρ-m 写成：m ≠ 0时：R = Cm ρ-m + Dm ρm

当 m = 0时，ρm与 ρ-m线性相关，直接从方程出发，求解 ρ2 R″ + ρ R′ = 0得：R = C0 + D0 ln ρ

注：对任意 m ≥ 0，也可令 t = ln ρ把微分方程化为：
2 R

 t2
- m2 R = 0求解。

综上：Rm(ρ) = 
Cm ρm + Dm ρ-m, m = 1, 2, 3, …
C0 + D0 ln ρ, m = 0

自然边条：ρ  0时， R(0)有限 ⟶ R = Cm ρm, m = 0, 1, 2, 3, …

所以：um(ρ, ϕ) = Cm ρm(Am cos m ϕ + Bm sin m ϕ)

⟹ u(ρ, ϕ) = 
m=0

∞

ρm(Am cos m ϕ + Bm sin m ϕ)

最后利用：u(a, ϕ) = f (ϕ) = 
m=0

∞

am(Am cos m ϕ + Bm sin m ϕ) 求出：

A0 =
1

2 π


0

2 π

f (ϕ) ϕ, Am =
1

π am 
0

2 π

f (ϕ) cos m ϕ ϕ,

Bm =
1

π am


0

2 π

f (ϕ) sin m ϕ ϕ, m = 1, 2, 3, …

 若为内外半径分别为  a和 b 的薄圆盘，其解为

u(ρ, ϕ) = C0 + D0 ln ρ + 
m=1

∞

(Cm ρm + Dm ρ-m) (Am cos m ϕ + Bm sin m ϕ)

因为这时的求解区不包括 ρ = 0，在 ρ = 0处发散的解不能粗暴地舍去 。
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12.3 矢量波动方程、矢量  Helmholtz 方程

上一节讨论的是标量波动方程：utt - a2 ∇2 u = 0

而电磁场满足的是矢量波动方程： ∂2E
∂ t2

- c2 ∇2E = 0

这个波动方程由线性均匀各向同性介质中无源区的  Maxwell 方程导得。推到如下。

Maxwell方程：

∇ · E =
ρ

ε
= 0 (1)

∇ × E = -μ
∂H

∂ t
(2)

∇ · H = 0 (3)

∇ × H = ε
∂E

∂ t
+ j

= ε

∂E

∂ t
(4)

其中 (2) 式求旋度得：

∇ ×∇ × E = -μ ∇ ×
∂H

∂ t
= -μ

∂

∂ t
∇ ×H

利用(4)式
-μ ε

∂2E

∂ t2

另一方面：∇ ×∇ × E = -∇2E + ∇∇ ·E
利用(1)式

-∇2 E

故电场 E 满足矢量波动方程：

∂2E

∂ t2
- c2 ∇2 E = 0, c2 =

1

μ ε

 矢量Helmholtz方程

设矢量函数 u r, t 满足矢量波动方程

∂2u

∂ t2
- c2 ∇2 u = 0

类似于标量波动方程，分离变量： u r, t = A(r) T(t)

空间矢量函数 A(r)满足矢量  Helmholtz 方程：

∇2A + k2 A = 0 ——矢量 Helmholtz方程

T′′ + k2 c2 T = 0

其中作用于矢量函数 C的 Laplacian定义为：

∇2C = ∇∇ ·C - ∇ ×∇ × C

下证之。

∇ ×∇ × C = ∇ × [ ϵ j k l ∂ j Ck]

这一步为中间结果

正式场合不这样写

= ϵ i l m ∂ i [ϵ j k l ∂ j Ck]

= ϵ i l m ϵ j k l ∂ i ∂ j Ck

= (δi k δ j m - δi j δk m) ∂ i∂ j Ck

= ∂m ∂i Ci - ∂ i∂ i Cm

= ∇∇ ·C - ∇2C

 矢量Helmholtz方程的解：矢量球波函数

矢量Helmholtz方程

∇2A + k2 A = ∇∇ ·A - ∇ ×∇ × A + k2 A = 0
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在直角坐标系下，矢量函数：A = Ai e

i  的每个分量都满足标量Helmholtz方程

∇2A +k2 A = ∇2 Ai e

i + k2 Ai e


i = 0 ⟹ ∇2 Ai + k2 Ai = 0 —— 标量Helmholtz方程

可对其三个分量分别求解。

但如前所言，体系的对称性决定了坐标系。当体系边界为球面时，显然取球坐标系较为方便。

但在球坐标系，矢量Helmholtz方程就不能再化为三个标量Helmholtz方程分别求解。

那么，如何求解非直角坐标系中的矢量Helmholtz方程？

通常，我们先求标量Helmholtz方程：∇2 φ + k2 φ = 0  的解。

再由标量Helmholtz方程的解构造矢量Helmholtz方程：∇ ∇ ·A - ∇ ×∇ × A + k2 A = 0 的解。

具体做法如下。

假设我们以求得标量Helmholtz方程的解：φ

用它构造三个矢量函数：

L = ∇φ, M = ∇ × v φ, N =
1

k
∇ ×M

其中 v为常矢量。

可以证明，三个矢量函数：L, M, N  都满足矢量Helmholtz方程：

∇ ∇ ·A - ∇ ×∇ × A + k2 A = 0 (1.2)

以下证明。

1.  L = ∇φ 代入矢量Helmholtz方程  (1.2) 得：

∇ ∇2 φ + k2 ∇φ = ∇∇2 φ + k2 φ = 0

其中利用了：∇ × (∇φ) = 0。因此， L = ∇φ是矢量Helmholtz方程的解。

此外， L = ∇φ还满足：∇ × L = 0

2.  M = ∇ × v φ = (∇φ)× v = L×v

∇ ·M = ∇ · ∇ × v φ = 0 任何矢量函数的旋度再散度为 0

∇2M = ∇2 ∇ × v φ = ∇ × v ∇2 φ v为常矢量，∇2为标量算符

∇2M +k2 M = ∇ × v ∇2 φ + k2 ∇ × v φ = ∇ ×v ∇2 φ + k2 φ  = 0

因此，M也满足矢量Helmholtz方程：∇2A +k2 A = 0

3.  N = 1
k

∇ × M

∇ ·N =
1

k
∇ · ∇ ×M = 0 任何矢量函数的旋度再散度为 0

∇2N =
1

k
∇2 ∇ ×M =

1

k
∇ × ∇2M ∇2为标量算符

∇2N +k2 N =
1

k
∇ × ∇2M + k ∇ × M =

1

k
∇ ×∇2M + k2 M = 0

因此， N 也满足矢量Helmholtz方程：∇2A +k2 A = 0

此外，∇ × N =
1

k
∇ × ∇ × M =

1

k
∇ ∇ ·M

散度= 0

- ∇2M = kM ⟹ M =
1

k
∇ × N

4.  矢量Helmholtz方程的解是  L, M, N  的线性组合。

∇ ∇ ·A - ∇ ×∇ × A + k2 A = 0 ⟹ A = 
n

anMn + bn N n + cn Ln

散度为 0的场（如真空中的电磁场 ）是 M, N 的线性组合。
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E = 
n

anMn + bn N n, 利用 M =
1

k
∇ × N , N =

1

k
∇ × M

H =
∇ ×E

 ω μ
=

k

 ω μ

n

an N n + bnMn

5. 利用Levi-Civita  符号 ϵi j k，理解

∇2 ∇ × A = ∇ ×∇2 A, ∇2  v φ = v ∇2 φ if v is a constant vector

6. 若 v = r = x ex + y ey + z ez = xi e

i，同样构造的三个矢量函数

L = ∇φ, M = ∇ × r φ, N =
1

k
∇ ×M

依然满足矢量Helmholtz方程： ∇∇ ·A - ∇ ×∇ × A + k2 A = 0 （试证之）

如此构造的三个矢量函数就是球坐标系中 矢量Helmholtz方程的基本解 。

称为：矢量球波函数。
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