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基于级配方程的粗粒料级配演化预测模型 
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摘要：为了揭示粗粒料级配随应力应变演化的规律，建立粗粒料“应力应变→破碎指标→级配分布”的数学模型

(SBG 模型)。首先，引入 1 个适用性良好的级配方程来描述土体的级配，其级配参数为 b 和 m；同时，定义 1 个

新的破碎指标 BW，并将 BW和破碎指标 Bg建议为该模型所需的 2 个破碎指标。其次，推导并且验证 BW和 Bg与

级配参数 b 和 m 的数学关系，实现“破碎指标→级配分布”这一目标。根据粗粒料的三轴试验结果总结三轴试样

破坏时 BW 和 Bg与围压 σ3之间的关系、三轴试样在剪切过程中 BW 和 Bg与平均正应力 p 和广义剪应变 εs 之间的关

系，实现“应力应变→破碎指标”这一目标。将以上 2 个部分联合，即可得到“应力应变→破碎指标→级配分布”

的数学模型(SBG 模型)。研究结果表明：本文提出的模型可以用来描述三轴应力状态下粗粒料级配随应力应变演

化的规律。 
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Mathematical model based on the gradation equation for 
predicting gradation evolution of coarse-grained soils 
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Abstract: In order to study the evolution law of gradation for coarse-grained soils, a mathematical model describing the 

relationship between stress and strain state, breakage indicators and gradation(SBG model) was established. Firstly, a 

gradation equation in which the two gradation parameters were named b and m was proposed to describe the grain size 

distribution(GSD) curve. Then, a new grain breakage indicator BW was defined. Together with another breakage indicator 

Bg, they were both suggested as the two required breakage indicators for the proposed model. On one hand, the 

relationship between BW and Bg and the gradation parameters b and m were derived and verified. On the other hand, an 

empirical equation of BW and Bg and confining pressure at the failure of the specimens, and an empirical equation of BW 

and Bg and the mean normal stress and general shear strain during shearing of the specimens were proposed. The SBG 

model was thereby established by combining the above two parts. The results show that the proposed SBG model can be 

used to predict change of breakage indicators and GSD of coarse-grained soils with stress and strain states in triaxial test. 
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粗粒料在加载过程中会发生颗粒破碎，从而显著

影响土体的强度、变形、渗透性等性质[1−3]，因此，对

于粗粒料颗粒破碎的研究一直以来都是土力学的热   

点[4−9]。目前研究多集中于颗粒破碎指标。张季如等[3]

分析了相对破碎指标 Br与应力水平之间的关系，贾宇

峰等[5]通过三轴试验总结了剪切过程中 Br随剪应变的

变化规律。不少研究者基于分形理论提出了颗粒破碎

之后的分形维数与围压之间的经验公式[1−2]。此外，也

有研究者尝试将颗粒破碎规律融入到本构模型之中，

但是现有本构模型大多是在宏观层面上反映颗粒破碎

对粗粒料应力变形的影响[4]。总的来说，目前研究大

多能够建立破碎指标与应力或应变之间的关系[5−6]，但

是无法进一步反映级配的演化。值得注意的是，“破碎

指标”与“级配分布”并不是呈一一对应的关系：由

级配分布可以计算破碎指标，但是由破碎指标无法推

算出级配分布。虽然破碎指标在一定程度上能够反映

土体性质的变化，但是对于某些土体仅能预测破碎指

标是不够的。例如，在大坝填筑过程中，反滤土石坝

中的反滤料的受力是不断增加的，所引发的颗粒破碎

会导致其级配的变化，而级配又能显著影响其渗透性。

若能够建立反映粗粒料的级配随应力应变演化的数学

模型，则这对于土石坝等工程的设计、监测与维护都

具有重要意义。为此，本文作者引入对各种级配曲线

描述效果良好的级配方程[10−12]，并且定义 1 个新的颗

粒破碎指标，推导破碎指标与级配参数之间的关系，

并依此建立 1 个反映颗粒级配随应力应变演化的数学

模型。最后，以粗粒料的三轴试验结果为例，验证该

模型的合理性。 

 

1  模型的建立 

 

1.1  级配的定量表示方法 

本文作者的最终目标是建立“应力应变→级配分

布”的数学模型，即通过土体的应力应变状态可以预

测当前的级配分布。但是，现有的研究大都止步于“应

力应变→破碎指标”，即通过应力应变可以预测出颗粒

破碎的程度，无法进一步推测出当前的级配分布。 

分析其原因，土体的应力和应变是用定量的数值

表示的，而目前级配分布都只是定性描述，而不是定

量的数学表示(主要有级配曲线和粒组质量分数 2 种

表示方法，虽然各个粒组的质量分数都有具体的数值，

但是对于级配分布整体而言，依然是定性描述)。因而

“定量的”应力应变与“定性的”级配之间无法建立

数学关系。 

因此，本文作者试图引入之前提出的一个适用性

良好的级配方程[10−12]，将级配曲线量化表示为关于参

数 b 和 m 的函数。当已知级配分布时，一般采用最优

化拟合[12]来确定参数 b 和 m；若已知参数 b 和 m，则

可以代入式(1)绘出级配曲线。因此，在本文中级配方

程与级配分布是等价的。该级配方程为 
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式中：d 为任意粒径；dmax 为最大粒径，通常为已知

量；P 为粒径小于 d 的颗粒所占百分数；b 和 m 为参

数，其中 b＜1 且 m＞0，以下称为级配参数。 

1.2  模型的统一表达式 

通过粗粒料在三轴应力状态下的颗粒破碎试验，

初步发现级配参数 b和m与围压 σ3之间并不存在规律

性关系，因此，直接建立“应力应变→级配参数(级配

分布)”的关系是比较困难的。 

引入破碎指标来作为应力应变和级配参数之间的

过渡条件，即建立“应力应变→破碎指标→级配参数”

的关系。一方面，“应力应变→破碎指标”已有较多的

研究成果可供参考[1−2]；另一方面，“破碎指标→级配

参数”的关系可以通过破碎指标的定义进行数学推导。

因此，建立这样的数学模型在理论上是切实可行的。 

该数学模型的本质是通过建立方程组求解当前的

级配参数 b 和 m。由于级配方程有 b 和 m 这 2 个参数

作为未知数，因此，需要联立 2 个不同的方程来求解。

基于此，引入 2 个破碎指标 BW和 Bg。 

首先，根据破碎指标的定义，只需要进行数学上

的推导即可确定“破碎指标→级配参数”的函数关系，

设其统一表达式为 
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其次，“应力应变→破碎指标”可以通过试验总结

理论或经验公式，设其统一表达式为 
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式中：σ为应力；ε为应变。 

最后，联立式(2)和式(3)即为本文所建立的“应力

应变→破碎指标→级配参数”的数学模型。当式(2)和

式(3)中的函数 g 和 f 确定之后，根据土体所处的应力

应变状态即可求出当前的级配参数 b 和 m，即确定新

的级配分布。 

1.3  破碎指标的选择 

由于式(2)和式(3)都是关于破碎指标的函数，因

此，选择合适的破碎指标 BW和 Bg成为模型建立的重
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要环节。目前，颗粒破碎指标总的来说可以分为 3 类：

第 1 类是基于特定粒径或系数，第 2 类是基于粒组质

量分数，第 3 类是基于破碎势。 

第 1 类用单个粒径(比如 d10和 d15等)或系数(比如

Cu 或 Cc)的变化来衡量颗粒破碎程度[13]，在计算方面

简单实用，但描述的级配特征比较单一，难免以偏   

概全。 

第 2 类用粒组质量分数的变化来衡量颗粒破碎程

度，以 MARSAL[7]定义的 Bg 为代表。若用 w0i 和 wi

分别表示试验前、后第 i 个粒组的质量分数，则该粒

组的质量分数变化量为(wi−w0i)，其中，w0i 和 wi 示意

图如图 1 所示。MARSAL 定义的破碎指标 Bg为所有

(wi−w0i)的正值之和[7]。Bg能够反映土颗粒整体破碎的

特点，且简单实用，因此，将作为模型所需的破碎指

标之一。 

 

 

图 1  w0i 和 wi示意图 

Fig. 1  Schematic map of w0i and wi 

 

第 3 类以 HARDIN 等[8−9]定义的破碎率为代表，

是以颗粒破碎前后的级配曲线所围成的面积作为破碎

量，再除以各自所定义的破碎潜能，得到的比值即为

破碎率。其中，HARDIN[8]将粒径 d=0.074 mm 与初始

级配曲线围成的面积作为破碎潜能；EINAV[9]则认为

颗粒破碎会存在 1 个极限级配，因此，将 d=0.074 mm

的限制取消，改为将初始级配曲线与极限级配曲线围

成的面积作为破碎潜能，在理论上更为合理。将初始

级配曲线、试验后的级配曲线和极限级配曲线与最大

粒径线 d=dmax 所围成的面积分别表示为 S0，S1和 S2，

则 EINAV[9]定义的破碎指标可表示为 
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事实上，BE在实际运用中并不方便：相比于其他

破碎指标，确定极限级配曲线的试验属于额外试验，

加大了试验量，而且该试验需要在高应力状态下进行，

难度较大。因此，BE虽然在理论上为人们所认可，但

目前被作为破碎指标应用于实际研究的不多。由式(4)

可知：对于给定的某种土料，初始级配曲线确定之后

(即 S0为定值)，对应的极限级配曲线也随之确定(即 S2

也为定值)。因此，EINAV 破碎指标 BE的本质是用破

碎量(S1−S0)除以一个同量纲的定值，得到量纲一的百

分比即为破碎指标。基于此，将式(4)的分母由定值

(S2−S0)替换为定值S0，从而定义1个新的破碎指标BW，

如图 2 所示。BW表达式为 

0
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图 2  BW 示意图 

Fig. 2  Schematic map of BW 

 

在理论的完整性上 BW不如 BE：BE的变化区间是

0~1，适合用来对比评价不同土体的颗粒破碎程度；

BW的理论变化区间则是 0~无穷大。但是，BW反映的

是级配整体的变化，且简单实用，因此，将其作为模

型所需的另外 1 个破碎指标。 

至此，模型要求的 2 个破碎指标已选定，即 Bg

和 BW，其优势是都能够反映级配整体的变化，且定义

简单，计算方便。 

 

2  破碎指标与级配参数的关系推导 

 

2.1  BW与级配参数的关系 

HARDIN[8]和 EINAV[9]定义的破碎指标在实际应

用时，一般通过梯形分割法求取级配曲线所围面积。

若利用本文的级配方程，则可以直接利用方程积分求

取面积。级配方程计算面积示意图如图 3 所示。 

由于粒径 d 的最小值不能为 0 mm，故式(1)中 P

的最小值只能趋向于 0，最大值为 100%。因此，在利
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用积分求面积时可以先对 P 在区间[k，1]内进行积分，

然后使 k 趋向于 0 并求极限(见图 3)。 

 

 

图 3  级配方程计算面积示意图 

Fig. 3  Diagram of area calculated by gradation equation 

 

级配曲线与 d=dmax所围的面积 S 可表示为 
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式中 dk为级配曲线上 P=k 时所对应的粒径。 

结合式(6)和式(1)可得： 
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当 k 趋向于 0 时，将式(7)代入式(6)可得 
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特别地，当 b=0 时，式(8)可进一步表示为 
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因此，若初始级配参数为 b0 和 m0，颗粒破碎后

的级配参数为 b 和 m，根据式(8)和式(5)可得到本文定

义的破碎指标 BW： 
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当 k 趋向于 0 时对应的粒径 d 为 0 mm，而实际上

土颗粒的最小粒径不可能为 0 mm，因此，将 k 设定为

一个较小的值，但不为 0，这样更符合级配分布的实

际情况。 

为约定 k 的取值，此处以某砂板岩的三轴试验为

例[14]，试验所得各围压下的级配参数如表 1 所示(其中

利用式(10)所求得的面积 S 和破碎指标 BW 也列于表

1)。当 k 分别取为 1.0%，0.5%和 0.1%时，相同围压下

的面积 S 和破碎指标 BW 基本保持不变。由此可见，

当 k 较小时，利用式(10)计算得到的破碎指标 BW是稳

定的，不随 k 的变化而发生显著变化。因此，可以将

k 约定为 0.1%。 

综上所述，利用本文的级配方程积分求取破碎指

标 BW 是可行的。同理，该方法也可以推广到计算

HARDIN[8]和 EINAV[9]定义的破碎指标。 

2.2  Bg与级配参数的关系 

根据 Bg的定义，由于粒组质量分数的增加量与其

余粒组质量分数的减少量是相等的，因此，Bg又可以

表示为各粒组质量分数变化值之和的 1/2，即 

ii wwmbgB 02g 5.0),(         (11) 

w0i和 wi利用级配参数可以分别表示为 
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式中：函数 f 为级配方程(见式(1))；di和 di−1分别为某

个粒组的最大和最小粒径。在 GB T50123—1999“土

工试验方法标准”[15]中，颗粒分析试验分别采用孔径

为 60.00，40.00，20.00，10.00，5.00，2.00，1.00，0.50，

0.25 和 0.075 mm 的土工筛。 

式(11)和式(12)分别确定了 Bg 与级配参数 b 和 m

的函数关系。值得注意的是，级配曲线是通过筛分试

验确定的，而级配方程是对筛分所得级配曲线进行数

学拟合，两者之间存在拟合误差。图 4 所示为级配方

程与筛分试验所得 wi示意图(其中，公式 wi为利用式 

 

表 1  面积 S，破碎指标 BW与 k 的关系 

Table 1  Relationship between S, BW and k 

围压/MPa 
级配参数  S  破碎指标 BW/% 

b m  k=1.0% k=0.5% k=0.1%  k=1.0% k=0.5% k=0.1% 

0 0.683 1.16  0.628 0.630 0.631  — — — 

0.3 0.749 1.12  0.712 0.713 0.715  13.4 13.3 13.3 

0.8 0.746 1.05  0.756 0.759 0.760  20.5 20.5 20.5 

1.2 0.798 1.07  0.809 0.811 0.813  28.9 28.9 28.8 

1.6 0.816 1.06  0.847 0.849 0.851  34.9 34.9 34.8 
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表 2  级配方程计算 Bg的误差分析 

Table 2  Error analysis of Bg calculated by gradation equation 

围压/MPa 

筛分试验各粒组质量分数/%  级配参数  Bg/% 筛分试验与公式

计算所得 Bg 

相对误差/% 
[60，40) [40，20) [20，10) [10，5) ＜5  b m  

筛分 

试验 

公式 

计算 

0 19.0 27.5 25.4 16.4 11.7  0.690 1.252  — — — 

0.4 16.2 26.0 23.8 16.5 17.5  0.678 1.094   5.9  6.1 3.5 

0.8 15.6 24.1 22.8 18.6 18.9  0.698 1.068   9.4  8.8 −6.3 

1.5 14.9 23.6 22.4 17.7 21.4  0.683 1.004  11.0 10.8 −1.6 

2.2 13.3 21.0 23.2 18.3 24.2  0.741 1.025  14.4 14.6 1.2 

 

(12)计算得到的各个粒组的质量分数；筛分 wi 为筛分

试验得到的粒组质量分数。二者之间存在误差，因此，

利用式(11)所计算的破碎指标 Bg与筛分试验确定的 Bg

也存在误差。 

 

 

图 4  级配方程与筛分试验所得 wi 示意图 

Fig. 4  Diagram of wi obtained from gradation 

 equation and sieving test 

 

朱俊高等[10]的研究表明式(1)对于级配曲线的拟

合相关系数 R2 一般都在 0.95 以上，由此可知式(12)

计算得到的各个粒组质量分数与筛分试验相比虽然存

在误差，但是误差应该在合理范围之内。以某堆石料

的三轴试样颗粒破碎数据为例，通过筛分试验得到各

粒组质量分数，通过级配方程拟合得到参数 b 和 m。

同时利用筛分试验数据和式(11)对各围压下的 Bg进行

计算。进一步地，以筛分试验计算的 Bg为基准，算出

式(11)计算结果的相对误差。级配方程计算 Bg的误差

分析如表 2 所示。由表 2 可知：两者相对误差都在 10%

以内，属于合理范围。因此，可以认为利用式(11)计

算破碎指标 Bg是合理的。 

综上所述，模型中的 2 个破碎指标 BW和 Bg与级

配参数 b 和 m 之间的函数关系式已经确定，即模型中

的式(2)已确定。 

 

3  破碎指标与应力应变的关系 

 
3.1  三轴试样破坏时的颗粒破碎规律 

目前有关颗粒破碎的研究主要是基于三轴试样破

坏时的试验结果，因此，下面以普通三轴试验为例，

总结三轴应力状态下式(3)的函数关系 f1和 f2，初步验

证本模型的合理性。 

实际上，已有较多的经验公式可供参考[1, 3, 5]，其

中大部分是描述三轴试验破碎时的破碎指标与应力或

应变的单因素关系。对于三轴试样破坏时的破碎规律，

本文作者建议了破碎指标与围压σ3之间的经验公式为 
 










2

1

)/()(

)/()(

a322g

a311W

C

C

pAfB

pAfB




       (13) 

 
式中：A1，C1，A2和 C2为拟合参数。 

对于式(13)的适用性，现以 1 组三轴试样破坏时

的数据来检验其拟合效果。三轴试样破坏时破碎指标

与围压的关系如图 5 所示(其中，σ3为围压；A1=9.16，

C1=0.465；A2=5.81，C2=0.349)。从图 5 可以看出：式

(13)对于破碎指标与围压的关系描述效果较好。 

3.2  三轴试样剪切过程中的颗粒破碎规律 

式(13)只是针对试样在不同围压下破坏时的这个

“点”，而无法推广到整个加载剪切的“过程”。三轴

剪切试验过程中目前也有一些经验公式可供参考。比

如，贾宇峰等[5]将 Br表示为广义剪应变 εs的函数；刘

恩龙等[4]在压缩试验中将破碎指标表示为平均正应力

p 的函数；SALIM 等[6]在其弹塑性模型中将破碎指标

Bg表示为塑性剪应变 εsp、临界状态应力 pcs(i)和 p 的函

数。本文作者则建议了 1 个将破碎指标表示为广义剪

应变 εs和平均正应力 p 的经验公式： 
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图 5  三轴试样破坏时破碎指标与围压的关系 

Fig. 5  Relationship between breakage indicators and 

confining pressure after sample failure in triaxial test 
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式中：hs 为粗粒土的固相硬度，一般通过压缩试验确

定[16]。α1，β1，α2和 β2均为拟合参数。 

对于式(14)的适用性，现以 1 组三轴剪切过程中

的颗粒破碎数据[5]来检验其拟合效果。图 6 所示为用

式(14)拟合的三轴剪切过程中破碎指标与应力应变的

关系(其中，B 为破碎率；hs=19.1 MPa，α1=0.61，β1=32，

α2=0.265，β2=39.1)。由图 6 可知：式(14)能够较好地

描述破碎指标与应力应变之间的关系。 

土的应力状态有多种，比如普通三轴应力状态、

K0应力状态以及其他多种复杂应力状态等，因此，总

结出适用于一般应力状态的函数关系 f1和 f2 是本文的

最终目的。式(13)和式(14)则都是基于三轴应力状态， 

 

 

图 6  三轴剪切过程中破碎指标与应力应变的关系 

Fig. 6  Relationship between breakage indicators  

and stress and strain during shearing 

其中式(13)描述的是三轴试样破坏时粗粒料的破碎规

律，式(14)则描述的是三轴剪切过程中粗粒料的破碎

规律。 

 

4  模型初步验证 

 

模型的适用性主要取决于 2 个环节：首先是“应

力应变→破碎指标”之间经验公式的适用性。这一部

分是通过颗粒破碎试验结果来进行总结的。虽然目前

尚无适用于一般应力状态下的经验公式，但适用于某

一类应力状态的经验公式有较多文献可供参考[1, 3, 5]。

因此，这一部分虽然是模型的重点，但并不是模型的

难点。其次是“破碎指标→级配参数”是否可行，这

是模型是否成立的关键。 

下面主要证明已知 BW和 Bg 时，是否可以求得 b

和 m。以某粗粒料的三轴试验为例，当围压分别为  

0.6 MPa 和 1.5 MPa 时，试样筛分实验破碎指标

BW1=22.2%，Bg1=10.1%(围压为 0.6 MPa)；BW2=34.3%，

Bg2=15.3% (围压为 1.5 MPa)。将 BW和 Bg试验值分别

代入式(10)和式(11)联立方程求解，得到级配参数分别

如下：b1=0.607 和 m1=0.891(围压为 0.6 MPa)；b2=0.638

和 m2=0.794(围压为 1.5 MPa)。将 b 和 m 代入式(1)，

绘制得到的级配曲线预测值如图 7 所示。从图 7 可见：

模型预测的级配曲线与筛分试验结果较吻合，这说明

了模型中“破碎指标→级配参数”是可行的。 

 

 
图 7  模型对级配分布的预测 

Fig. 7  The gradation curve from test and prediction 

 

5  结论 

 

1) 定义 1 个新的破碎指标 BW，连同 MARSAL

定义的破碎指标Bg一起建议为该模型中所需的 2个破
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碎指标，同时推导并证明了 BW和 Bg与级配参数 b 和

m 之间的数学关系式，即完成模型中“破碎指标→级

配参数”的转换。 

2) 对于三轴试样破坏时颗粒破碎指标与围压的

关系、三轴试样剪切过程中破碎指标与应力和应变的

关系，建议合适的经验公式，并利用试验数据初步证

明其适用性，即完成模型中“应力应变→破碎指标”

的转换。 

3) 以三轴试验为例，已知试验所得的破碎指标

BW 和 Bg，成功预测三轴试样在不同围压下破坏时的

级配分布，初步验证了模型的合理性。 
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