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污染物对流-扩散逆过程源项反演的伴随方法

胡摇 煜,张文俊,任华堂,夏建新

(中央民族大学环境科学系,北京摇 100081)

摘要:针对突发污染事故中确定污染源时反向时间积分求解对流 扩散方程易导致计算发散的问

题,通过建立目标泛函,利用伴随方法同时求解伴随方程和原方程,逐次迭代得到目标泛函的极值,
以实现污染源的反演。 为验证该方法的有效性,分别利用污染物空间分布和时间序列对污染源进

行反演,其中污染源包括单污染源和双污染源。 结果显示,计算值与解析解之平均相对误差小于

15% ,满足工程应用的精度要求。
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Adjoint method for source term inversion in reverse process of pollutant convection鄄diffusion / / HU Yu, ZHANG
Wenjun, REN Huatang, XIA Jianxin (Department of Environmental Science, Minzu University of China, Beijing 100081,
China)
Abstract: Determination of pollution source in sudden pollution accidents can be solved through convection鄄diffusion
equation by reverse time integral. However, such method may result in divergence of numerical calculations. In this study,
an objective function is established to solve the adjoint equation and the original equation by using the method of adjoint.
Then, the extremums of the objective function are obtained by the successive iteration calculation method. In the end, the
pollution source inversion can be realized. In order to verify the effectiveness of the method, pollution source was inverted
by using the spatial and temporal distribution of the pollutant concentration, in which both single and double pollution
source were included. The results show that the average relative errors between calculated values and analytical solutions
are less than 15% , which can be accepted in engineering applications.
Key words: sudden pollution accident; pollution sources; convection鄄diffusion equation; reverse process; adjoint method;
source term inversion

摇 摇 随着工业化进程的不断加快,近年来我国进入

了环境高风险时期,环境污染事件以其突发性和不

确定性成为环境保护的重大威胁。 在水环境事故应

急处理过程中,截断污染源、评估污染事故的环境影

响以及污染事故的责任认定是核心内容[1],而这三

者都需要根据监测数据确定污染源泄漏的位置和所

泄漏的污染负荷量[2]。 因此,基于污染事故发生中

的监测数据进行反演确定初始时刻污染源的分布特

性具有重大意义。
利用不同时刻、不同位置的监测数据确定污染

源相当于求解对流 扩散方程的逆过程,该问题在一

般意义上是不适定的,且极易导致数值计算发

散[3]。 虽然相关研究人员对正问题进行了大量研

究并取得一定进展,但目前针对逆过程的研究相对

较少。 通常需要对源项做出必要的先验假设才能使

反问题的求解具有一定的可行性。 如,Ling 等[4] 从

数学理论的角度证明了二维热传导方程在不考虑测

量误差条件下未知源项位置具有唯一性,并且在基

于未知源函数是若干已知源函数之和的先验假设下

证明了 3 个测量点数据对于确定未知源函数的必要

性并进行了数值验证;王泽文等[5] 在对污染源及测

量点的先验假设下,采用截断奇异值分解正则化方

法求解离散的病态方程组,确定非零边界条件下解

的唯一性,并进一步获得源项识别的局部稳定结果;
而 Bruckner 等[6] 针对波动方程的初边值问题,在监

测指标向量处于有限范数的必要条件下,证明了点

源识别的唯一性和稳定性。
对于反问题的求解主要有 3 类方法:淤概率统

·7·



水利水电科技进展,2019,39(2) 摇 Tel:025 83786335摇 E鄄mail:jz@ hhu. edu. cn摇 http: / / jour. hhu. edu. cn

计方法,如朱嵩等[7]基于贝叶斯推理建立了水动力

水质耦合数学模型的点源强度与位置的联合识别

方法,通过马尔科夫链蒙特卡罗后验抽样获得了污

染源位置和强度的后验概率分布和估计量。 于遗传

算法或人工神经网络方法,如闵涛等[8] 应用遗传算

法将源项反问题和参数反问题转化为优化问题,研
究一维对流 扩散方程源项识别反问题,辛小康

等[9]将遗传算法与数学分析相结合建立了水污染

事故污染源识别模型。 这两类方法均存在物理意义

不够明确,且所需样本量比较大的问题。 盂伴随方

法,该方法源于气象和海洋预报领域的数据同化研

究[10],Bennet 等[11] 最早将其应用于物理海洋学领

域,Tziperman 等[12] 相继利用该方法反演水位和海

洋初始状态,国内学者马继瑞等[13] 利用伴随方法反

演了水位的初始场。
近年来,伴随方法逐步被引入到环境领域解决

污染源反演问题,但是多数相关研究集中于边界初

值或相关参数的反演,对于浓度场反演甚少涉及。
如谷艺等[14]利用伴随方法根据水位观测资料反演

渤海二维非线性潮汐模型的底摩擦系数;Akcelik
等[15]采用 Tikhonov 正则化和总变差正则化[16] 的方

法求解了对流 扩散输运系统的边界初值反演问题;
吴自库等[17]在利用伴随同化方法求解一维对流 扩

散方程逆过程反问题中,从物理上对代价函数增加

约束以克服不适定性与计算不稳定性,实现了污染

源初始条件的反演。 在实际环境污染事故中,污染

物随时间在空间场中迅速迁移扩散,空间位置的不

确定性极大地增加了污染源识别的难度[18]。 采用

伴随方法实现空间场中任意位置的污染物浓度分布

时间序列反演,从而获取污染源的污染特性信息对

于对流 扩散方程反问题研究具有重要意义。
本文基于伴随方法,将对流 扩散方程逆过程污

染源反演转化为模型初始场最优化问题,建立目标

泛函,差分求解原方程与伴随方程,确定目标泛函的

下降梯度,迭代求解使得泛函达极小值,实现了污染

物迁移转化逆过程反问题的求解。

1摇 对流 扩散方程逆过程源项反演的伴随方法

1. 1摇 对流 扩散方程反向求解过程

污染源反演的实质是确定一个最可能的污染物

初始空间分布,从而得到污染源的时空特性信息。
基于此,首先建立目标泛函 J:

J = 乙T
0
dt蓦

赘
W(C - Cobs) 2d赘 (1)

式中:C 为污染物质量浓度的计算值;Cobs为污染物

质量浓度的观测值;W 为权重函数,在观测点有监

测资料时,其值取 1,反之则取 0。
污染物的迁移变化受对流 扩散方程的约束,满

足该约束条件的拉格朗日函数为

L = 乙T
0
dt蓦

赘
W(C - Cobs) 2 + 姿[鬃(C) - f]d赘 =

乙T
0
dt蓦

赘
Fd赘 = J + 乙T

0
dt蓦

赘
姿[鬃(C) - f]d赘 (2)

其中 鬃 = 鄣
鄣t + ÑH·V - Ñ

2
HK

式中:姿 为拉格朗日乘子;ÑH为哈密顿算符;V 为流

速;K 为纵向离散系数;f 为污染物的源(汇)项。
当泛函 L 在约束条件下取得极值时,即被积函

数 F 取得极值时,目标函数 J 最小。 目标泛函极值

条件如下:
鄣F
鄣姿 = L(C) - f = 0 (3)

鄣F
鄣C = 鄣

鄣C[W(C - Cobs) 2 + C鬃*(姿) - 姿f] =

2W(C - Cobs) + 鬃*(姿) = 0 (4)

鬃*(姿) = - 鄣姿
鄣t - ÑH·V姿 - ÑH

2K姿 (5)

式中:鬃*(姿)为 鬃(C)的伴随函数。
将式(5)代入式(4)中,得到关于污染物质量浓

度 C 的伴随方程:
鄣姿
鄣t + ÑH·V姿 + ÑH

2K姿 = 2W(C - Cobs) (6)

摇 摇 关于时间反向积分上式,得到初始时刻 姿 i,0 的

全场分布,用于推算污染源相关特性。 这即为反向

时间积分求解对流 扩散方程的途径。
根据式(2),可以得到目标泛函相对污染物初

始浓度分布 C0 的梯度:
鄣J
鄣C0

= 蓓
赘
- 鬃*(姿) 0d赘 (7)

其中,下标“0冶表示 t=T 初始时刻。 将式(7)写成离

散形式后,得到 J 的增量为

驻J(C0) = - (鬃*
1 (姿) 0,鬃*

2 (姿) 0,…,鬃*
n (姿) 0) T*

(8)
式中:T*表示时间反向,即 T* =T-t。

将根据式(6)得到的初始时刻 姿 i,0的全场分布

带入式(8),即可优化污染物浓度分布初始场:
軈C0 = C0 - 茁驻J(C0) (9)

式中:軈C0 为调整后的初始污染物浓度分布场,其中

下标“0冶表示 t = 0 的初始时刻;茁 为松弛因子,可根

据实际问题确定其值。
1. 2摇 数值求解方法和计算过程

在一维条件下,对以上方程进行差分求解。 对流

扩散方程、伴随方程以及式(8)的离散差分格式为

·8·
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摇 摇 C i,n+1 =C i,n+ r1+
r2æ

è
ç

ö

ø
÷

2 (C i+1,n-2C i,n+C i-1,n)-

r
2 (C i+1,n-C i-1,n) (10)

摇 姿 i,n =姿 i,n+1+ r1+
r2æ

è
ç

ö

ø
÷

2 (姿 i+1,n+1-2姿 i,n+1+姿 i-1,n+1)+

r
2 (姿 i+1,n+1-姿 i-1,n+1)-2W(C i,n+1-C iobs,n+1)

(11)

摇 ÑJ(C0)=
姿 i,0

驻t +u
姿 i+1,0-姿 i,0

驻x +

K
驻x2(姿 i+1,0-2姿 i,0+姿 i-1,0) (12)

其中摇 摇 摇 摇 r=u 驻t
驻x摇 摇 r1 =K

驻t
(驻x) 2

式中:u 为污染物迁移速度;K 为扩散系数;C iobs,n+1

为 n+1 时刻固定空间网格点 i 所监测到的污染物质

量浓度值;驻t 及 驻x 分别为时间步长和空间步长。
求解中,首先依据监测资料给定初始场的猜测

值。 一般而言,猜测值仅影响迭代次数,不影响计算

结果,猜测值愈接近真值,所需迭代次数越少。 基于

猜测的污染物初始场正向积分式(10),得到污染物

浓度分布空间场,并由该浓度空间分布场计算目标

泛函,若泛函值小于设定误差 着,则该初始场猜测值

可视为初始场实际值,否则,通过时间反向积分

式(11),计算得到初始值 姿 i,0;并进一步利用式(12)
计算目标泛函的下降梯度,将其代入式(9)对污染

物浓度初始场进行优化,得到浓度初始场新的猜测

值,利用优化后初始场再次计算目标泛函,直至目标

泛函满足误差要求,停止计算确定污染物浓度初始

场。 具体流程如图 1 所示。

图 1摇 污染源反演计算流程

2摇 数值试验与结果分析

2. 1摇 计算工况与参数设置

为验证该方法的适用性,设计两种不同类型工

况进行数值试验。 工况 1 与工况 2 针对污染事故发

生后根据污染物影响范围内的浓度空间分布资料,
反演之前某时刻污染源的浓度空间分布;工况 3 根

据固定监测站的污染物浓度时间序列值,反演上游

某位置排放的污染物时间序列。 3 种工况计算的污

染源均为瞬时点源形成的浓度分布,污染物为保守

物质且假定在河道中瞬间充分混合,污染物在水体

中表现为对流和扩散两种物理过程。
假设河道为一维,3 种工况参数设置如下:污染

物迁移速度均为 u=1郾 0m / s,扩散系数均为 300m2 / s,
空间步长均为 500 m。 为保证数值计算稳定性,工
况 1 与工况 2 条件下计算所采用的时间步长为 1 s,
工况 3 条件下所采用的时间步长为 2 s。

工况 1摇 已知污染源为单源且污染物质量浓度

分布满足:

摇 C(x)= 107

8郾 4伊107仔
exp -(x-7郾 0伊10

4) 2

8郾 4伊107
é

ë
êê

ù

û
úú仔 (13)

摇 摇 据此反演 6郾 0伊104 s 之前污染物的空间分布情

况,该问题的解析解为

摇 C(x)= 107

1郾 2伊107仔
exp -(x-1郾 0伊10

4) 2

1郾 2伊107
é

ë
êê

ù

û
úú仔 (14)

摇 摇 工况 2摇 已知双源形成的质量浓度空间分布为

C(x) = 107

1郾 56 伊 108仔
exp - (x - 1郾 3 伊 105) 2

1郾 56 伊 108[ ]仔
+

107

1郾 56 伊 108仔
exp - (x - 1郾 3 伊 105 - 3郾 0 伊 104) 2

1郾 56 伊 108[ ]仔
(15)

据此反演 9郾 0伊104s 之前污染物的空间分布情况,该
问题的解析解为

C(x) = 107

4郾 8 伊 107仔
exp - (x - 4郾 0 伊 104) 2

4郾 8 伊 107[ ]仔
+

107

4郾 8 伊 107仔
exp - (x - 4郾 0 伊 104 - 3郾 0 伊 104) 2

4郾 8 伊 107[ ]仔
(16)

摇 摇 工况 3摇 给定下游固定监测站点的质量浓度分

布时间序列监测值:

摇 C( t)= 106

1 200仔t
exp -(1郾 0伊10

4-1郾 0t) 2

1 200仔
é

ë
êê

ù

û
úút (17)

反演污染事故对于该站点上游相对距离为 7郾 5 km
的位置上游固定监测站点的污染物质量浓度分布时

间序列。 该时间序列的解析解如下式:
·9·
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C( t)= 106

1 200仔t
exp -(2郾 5伊10

3-1郾 0t) 2

1 200仔
é

ë
êê

ù

û
úút (18)

2. 2摇 计算结果与误差分析

根据 3 种工况的数值实验结果进行分析,探究

伴随方法对于污染源特性反演的有效性。 为检验本

文源项反演方法的精度,采用平均相对误差 M 进行

衡量,定义如下:

M = 1
n移

n

i = 1

XP - XR

XR
伊 100% (19)

式中:XP 为计算值;XR 为监测值。 平均相对误差反

映了计算值与监测值之间的偏离情况,其值越接近

0,说明计算值与监测值越接近,计算准确性越高。
表 1 列出了 3 种工况下目标函数的变化与满足误差

要求下的迭代步数以及上游污染物浓度分布计算值

与解析解、下游污染物质量浓度分布计算值与监测

值之间的平均相对误差。
表 1摇 不同工况条件下的平均相对误差

工况
目标函数
初始值

迭代
步数

满足误差要求
的目标函数 J

上游质量浓度
分布误差 / %

下游质量浓度
分布误差 / %

1 8郾 68伊106 187 1郾 0伊102 3郾 47 4郾 40
2 1郾 34伊107 114 1郾 0伊102 4郾 28 1郾 12
3 5郾 68伊107 1 993 5郾 5伊104 13郾 86 10郾 10

2. 2. 1摇 污染源质量浓度空间分布初始场反演

工况 1 条件下,上游污染源质量浓度空间分布初

始场反演结果(图 2)与解析解十分接近,污染负荷计

算值为 20 010郾 375 kg / m3,解析解为 19 976 kg / m3,相
对误差为 0郾 2% 。 并且反演得到的初始场形成污染

物浓度空间分布与监测值相差甚小,平均相对误差

在 5%之内。 该结果说明本文的伴随方法在单污染

源释放条件下质量浓度空间分布初始场反演中具有

较好的可靠性与精确性。

图 2摇 工况 1 污染源质量浓度空间分布反演

从图 3 可知,工况 2 条件下,污染源质量浓度空

间分布初始场与解析解具有较好的一致性,初始场

污染负荷计算值为 39 910郾 44 kg / m3, 解析解为

39 928 kg / m3,相对误差为-0郾 04% 。 同时反演得到

的初始场形成污染物质量浓度空间分布与监测值相

差甚小,平均相对误差仅为 1郾 12% ,显示了伴随方

法在双污染源释放条件下质量浓度空间分布初始场

反演的精确性。 需要指出的是,当存在多个污染源

时且反演时段过长可能会导致污染源混淆,此时需

要结合其他资料确定污染源的数量。
在计算量方面,工况 1 和工况 2 均较小。 计算

过程中,目标泛函下降十分迅速,仅需迭代一百余

步,即可满足精度要求,显示出伴随方法的高效性和

在反演污染源质量浓度空间分布初始场时效性上的

独特优势。 需要指出的是,当所需反演的污染源空

间质量浓度梯度过大时,容易出现解的不适定现象,
计算值和真值之间会出现差异,这是由于现有的对

流 扩散微分方程对浓度函数所做的光滑性假定导

致,而非伴随方法本身的错误。

图 3摇 工况 2 污染源质量浓度空间分布反演

2. 2. 2摇 污染物质量浓度分布时间序列反演

工况 3 条件下,上游站点污染物质量浓度分布

时间序列反演值与解析解具有较好一致性(图 4),
平均相对误差最大不超过 15% 。 根据反演值得到

的下游染物浓度分布时间序列与监测值基本一致,
进一步说明该方法的可靠性。

图 4摇 工况 3 上游固定位置污染物

质量浓度分布时间序列反演

3摇 结摇 论

a. 以污染物质量浓度监测值与计算值之间的

误差的平方在时间、空间上的积分作为目标泛函,通
过构建拉格朗日函数,进一步将条件约束下的泛函

极值问题转化为无约束极值问题,通过求解泛函极
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值将污染源反演问题转化为优化问题,建立了污染

源初始场的反演优化方法。
b. 应用伴随函数构建伴随方程,通过反向时间

积分伴随方程并对其进行差分离散求解,避免了对

污染物浓度方程直接反向积分导致的计算发散,实
现了对流 扩散方程逆过程的数值求解,为反问题的

求解提供了新的思路与方法。
c. 基于伴随方法,利用下游监测站点污染物浓

度信息对污染源的空间初始场以及上游监测站点的

浓度时间序列进行反演,能够反映污染物对流 扩散

逆过程的物理机制,且在迭代计算过程中误差逐渐减

小,使得反演所得污染源特性与真解十分接近,平均相

对误差最大不超过 15%,满足工程应用的精度要求。
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