
第二章  离散型随机变量



例1.观察一天中进入某商店的顾客人数。

Ω={ ω | 一天中进入

商店有 ω 个顾客}
R

{ω = 0,1,2,…}

ξ

一、随机变量

§2.1  一维随机变量及分布列



例2.袋中有 3 只黑球，2 只白球，从中任意取出 3 只球，观

察取出的 3 只球中的黑球的个数。我们将 3 只黑球分别记

作 1，2，3 号，2 只白球分别记作 4，5 号，则该试验的样

本空间为

     
     
     
  






















543
542532432
541531431
521421321

，，

，，，，，，

，，，，，，

，，，，，，

Ω



      我们记取出的黑球数为ξ，则ξ的可能取值为 1，2，3．
因此，ξ 是一个变量。但是，ξ 取什么值依赖于试验结果，

即ξ 的取值带有随机性，所以，我们称ξ 为随机变量。ξ 
的取值情况可由下表给出：



   Ω 

由上表可以看出，该随机试验的每一个结果都对应着变量ξ 
的一个确定的取值，因此变量ξ是样本空间 Ω 上的函数：

我们定义了随机变量后，就可以用随机变量的取值情况来刻

划随机事件。例如

    22|  

 2
   表示至少取出2个黑球这一事件，等等。

   表示取出2个黑球这一事件；



Ω

随机变量的定义：

       设 (Ω, F, P ) 是一个概率空间，对于ω∈Ω, ξ(ω )是一

个取实值的单值函数, 则称ξ(ω )为随机变量。
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说 明：
、、、

文字母随机变量常用大写的英⑴

ZYX

写字母等来表示。而以英文小

、、、

或希腊字母



常关心的是它的取值。对于随机变量，我们常⑵

随机事件。

描述要用随机变量的取值来我们设立随机变量，是⑶

、、、、 wzyx

表示实数。



引入随机变量的目的：

      一般地，若 L 是一个实数集合，将ξ 在 L 上的取值写

成 {ξ∈L}，用其表示事件 B={ω|ξ(ω)∈L }，即 B 是
由Ω中使得ξ(ω)∈L 的所有样本点所组成的事件，此时有

}.)(|{)(}{ LPBPLP  

随机变量的取值具有一定的概率。

具有随机性: 在一次试验之前不知道它取哪一个值，但

事先知道它全部可能的取值。       

随机变量的特点:

用随机变量的取值表示随机事件。



例3.  掷一颗骰子，令：

                            ξ：出现的点数。

 则ξ就是一个随机变量。它的取值为 1，2，3，4，5，6．
 4

  表示掷出的点数不超过 4 这一随机事件；

 取偶数
 表示掷出的点数为偶数这一随机事件。



例4. 一批产品有 50 件，其中有 8 件次品，42 件正品。现

从中取出 6 件，令：

                        X：取出 6 件产品中的次品数。

则 X 就是一个随机变量。它的取值为 0，1，2，…，6．
 0X

表示取出的产品全是正品这一随机事件；

 1X
表示取出的产品至少有一件次品这一随机事件。



例5.  上午 8:00～9:00 在某路口观察，令：

                     Y：该时间间隔内通过的汽车数。

则 Y 就是一个随机变量。它的取值为 0，1，…．

 100Y

表示通过的汽车数小于100辆这一随机事件；

 10050  Y
表示通过的汽车数大于 50 辆但不超过 100 辆这一随机事件。

 
注意： Y 的取值是可列无穷个！



例6. 观察某生物的寿命（单位：小时），令：

                             Z：该生物的寿命。

则 Z 就是一个随机变量．它的取值为所有非负实数。

 1500Z

 3000Z
表示该生物的寿命大于 3000小时这一随机事件。

表示该生物的寿命不超过1500小时这一随机事件。

注意： Z 的取值是不可列无穷个！



　　

例7. 掷一枚硬币，令：






掷硬币出现反面，

掷硬币出现正面，

0
1



则 η 是一个随机变量。



例8. 掷一枚骰子，在例3中，我们定义了随机变量ξ 表示出现

的点数。我们还可以定义其它的随机变量，例如我们可以定

义：






出现奇数点。

出现偶数点，
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。点数不为

，点数为

60
61



说 明：在同一个样本空间上可以定义不同的随机变量。



随
机
变
量

离散型

连续型

有限个或可列个可
能值

全部可能取值不仅无穷
多，而且还不能一一列
举，而是充满一个区间。

随机变量的分类

非离散型

其他



二 离散型随机变量与分布列

定义1：如果随机变量ξ的取值是有限个或可列无穷个，则

称ξ为离散型随机变量。

显然，要掌握一个离散型随机变量ξ的统计规律性，必须

且只需知道ξ的所有可能取值以及每个可能值的概率。   

定义2.1  定义在样本空间        上，取值于实数域
 R，且只取有限个或可列个值的变量
称作一维（实值）离散型随机变量，简称为离散

型随机变量。

( )  




定义2：设离散型随机变量ξ的所有可能取值为

 ，，，， nxxx 21

   .,2,1  npxP nn ，
并设

则称上式或

为离散型随机变量ξ的分布列（或概率函数、或分布）。



　　

说   明：离散型随机变量可完全由其分布列来刻划，即离散

型随机变量可完全由其的可能取值以及取这些值的概率唯一

确定。

离散型随机变量分布列的性质:
；，有⑴．对任意的自然数 0npn

.1
n

np⑵．

；，使得．必存在一个 )(max)3(
00 nnn ppn 

的最大可能值。为随机变量，我们称由于 
000

}{ nnn xpxp 
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例1  从 1～10 这 10 个数字中随机取出 5 个数字，令：

                  X：取出的 5 个数字中的最大值。

试求 X 的分布列。

解： X 的取值为 5，6，7，8，9，10．并且

具体写出，即可得 X 的分布列：



例2 将 1 枚硬币掷 3 次，令：

        X：出现的正面次数与反面次数之差。

试求 X 的分布列。

解： X 的取值为 -3，-1，1，3． 并且
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例3 设离散型随机变量 X 的分布列为

X 0 1 2 3 4 5
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例4 设随机变量 X 的分布列为
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．试求常数c

解：由随机变量的性质，得
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该级数为等比级数，故有
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四、一些重要的离散型随机变量

1) 退化分布或单点分布：

  1 cXP

如果随机变量 X 的分布列为

单点分布的概率背景：随机变量 X 以概率 1 取值 c。



2) 两点分布：

    pXPpXP  110 ，

 为参数其中 10  p~ (1, )X b p记作

两点分布也称作 0-1分布或Bernoulli分布。

如果随机变量 X 的分布列为



两点分布的概率背景

进行一次 Bernoulli试验，设：

    .1 qpAPpAP  ，

       令 X：在这次 Bernoulli试验中事件 A 发生的次数。

或者说令






不发生若事件

发生若事件

A
A

X
0
1

 ~ 1, .X b p则
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例5 15 件产品中有 4 件次品，11 件正品。从中取出 1 件，

                令 X：取出的一件产品中的次品数。

则 X 的取值为 0 或者 1，并且

．，即： 
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3）二 项 分 布： 如果随机变量 X 的分布列为

     1 0,1, ,n kk k
nP X k C p p k n    

 为参数为自然数，其中 10  pn pnbX
pnX

,~
, 的二项分布，记作服从参数为则称随机变量

显然，当 n=1 时

分布。两点服从此时，X

 ~ 1,X b p

一个特例。两点分布是二项分布的这说明，

     ; , 1 ( 0,1, , )n kk k
nb k n p P X k C p p k n     又记： 。



二项分布的概率背景

        进行 n 重 Bernoulli试验，设在每次试验中

    .1 qpAPpAP  ，

令    X：在这次Bernoulli试验中事件 A 发生的次数。于是

 ~ , .X b n p则

     1 0,1, ,n kk k
nP X k C p p k n    



例6 一张考卷上有5道选择题，每道题列出4个可能答案，其中

只有一个答案是正确的．某学生靠猜测至少能答对4道题的概

率是多少？

解：每答一道题相当于做一次Bernoulli试验，设

的题数，：该学生靠猜测能答对设：X

    .4
1 APA ，则答对一道题

则答5道题相当于做5重Bernoulli试验。

).,5(~ 4
1bX则

       5444  XPXPXPP 道题至少能答对所以，
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二项分布的分布形态

由此可知，二项分布的分布：

 ~ ,X b n p若 ，则
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，其中

先是随着 k 的增大而增大，达到其最大值后再随着 k 的增大

而减少．这个使得
 kXP 

能出现次数。称为该二项分布的最可达到其最大值的m

    ；不是整数，则如果 pnmpn 11 

      .1111  pnpnmpn 或是整数，则如果



　　
例7 对同一目标进行400次独立射击，设每次射击时的命中

率均为0.02，试求400次射击最可能命中几次？其相应的概

率是多少？

解：对目标进行400 次射击相当于做400重Bernoulli试验。

      令：
．射击中命中目标的次数： 400X

  则由题意
 ~ 400, 0.02X b ．

 
其概率为次数为

所以最有可能命中，它不是整数由于

.8]02.8[
,02.802.01400
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4）Poisson 分布

如果随机变量 X 的分布列为

   0,1, 2, ,
!

k

P X k e k
k

      .0为常数其中 

则称随机变量 X 服从参数为   的 Poisson 分布。并记作

 ,~ PX  ; ( 0,1, )
!

k

P k e k
k

   又记： 。



分布列性质的验证

⑴  由于 可知对任意的自然数 k，有

.0
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⑵  又由幂级数的展开式，可知
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所以
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P X k e k
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满足分布列性质。

,0



Poisson分布的应用

       Poisson分布是概率论中重要的分布之一。自然界及工程

技术中的许多随机指标都服从Poisson分布。

      例如，可以证明，电话总机在某一时间间隔内收到的呼叫

次数，放射物在某一时间间隔内发射的粒子数，容器在某一时

间间隔内产生的细菌数，某一时间间隔内来到某服务台要求服

务的人数，等等，在一定条件下，都是服从Poisson分布的。



例8 设随机变量 X 服从参数为λ的Poisson分布，且已知

   .21  XPXP

解：随机变量 X 的分布列为

 ．试求 4XP
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由已知                                 得                               ,21  XPXP ,
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由此解得λ=2. 从而
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效显著”的概率。

“疗次感冒，试求此药对他中，他得了用此药一年，在这一年

．现某人服的人来讲，则是无效的余（疗效一般）；而对其

降为的人来讲，可将参数（疗效显著）；对另为

降数的人来讲，可将上述参，它对现有一种预防感冒的药

分布，的冒次数服从参数设一个人在一年内的感

3
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解：设 B={ 此人在一年中得3次感冒 },

 ，该药疗效显著1A  ，该药疗效一般2A  ，该药无效3A

则由Bayes公式，得
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    设有一串正数 且 ， 。若 ，则
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Poisson定理

( 0,1, , , )k n  
证明： ，则有令 nnnp 

 
     kn

n
k

n

kn
n

k
n

k
n

nnk
knnnn

ppC










 












 1121

1

！



.1112111
!

kn
n

k
n

nn
k

nnk









 





 







 





 

 



　　对于固定的 k，有

n

n

n
kn

n

n

n

kn
n

n nn















 


















 






  1lim1lim . e

所以，

  kn
n

k
n

k
nn

ppC 


1lim

kn
n

k
n

n nn
k

nnk










 





 







 





 

 1112111
!

lim 

.  e
k

k

！



0( 1, 2, )nnp n   若 ，则

  ).;(1lim),;(lim   kPe
k

ppCpnkb
k

kn
n

k
n

k
nnn

 

 ！

Poisson定理的推论

( 0,1, , , )k n  

Poisson定理及其推论的说明：

足够大，则一般来说足够小，，或者恒等于常数若 npnp nn 

).,,1,0();(),;( nknpkPpnkb nnnn   ，其中

常常被应用于n重贝努利试验（n很大）中稀有事件（p很小）

概率的研究。



在一群母鸡中，每只母鸡在[0,t]内的产蛋量是随
机变量，可以用泊松分布来描述。

把[0,t]n等分，随着n的增大，△t=t/n趋于0,于
是在△t时间间隔内，母鸡或下一个蛋，或一
个也不下，故构成n重Bernoulli概型，利用泊
松定理，在[0,t]内的产蛋量服从泊松分布.



例10 设每次射击命中目标的概率为0.01，现射击200次，

求至少命中3次目标的概率（用Poisson分布近似计算）。

解：设 B={ 200次射击至少命中3次目标 }，进行200次射

击可看作是一200重Bernoulli试验。令

．次射击命中目标的次数：200X
 ~ 200, 0.01X b则 ．

200 0.01 2Poisson    用 分布近似计算，取 ．

所以，          21013  XPXPXPXPBP
2

2 2 221 2
2

e e e      0.3233.



例11：某电话局在长度为t的时间间隔内收到的呼救
次数X服从参数为0.5的泊松分布，而与时间间隔的
起点无关，求某天中午12点到下午3点没有呼救的概
率？12点到下午5点，至少收到一次呼救的概率？



例12：合理配备维修工人问题

设有80台同类型设备，工作相互独立，故障概率为
0.01且一台设备故障由1人处理，考虑两种配备方案
（1）由4人维护，每人负责20台，（2）由3人共同
维护80台，试比较二种方案在发生故障时不能及时
维护的概率大小？


