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第 11 章   广义积分 

主要介绍无穷积分 ( )
a

f x dx


 和以 a 为瑕点的暇积分 ( )
b

a
f x dx 的 

收敛判别法.这些收敛判别法与级数的收敛判别法完全类似,说明离

散与连续是一对矛盾. 

本章始终约定: 

(1) 在无穷积分 ( )
a

f x dx


 中, ( )f x 在任何有限闭区间 [ , ]a A 上可

积,a A  ； 

(2) 在以 a 为瑕点的暇积分 ( )
b

a
f x dx 中, ( )f x 在任何有限闭区间

[ , ]a b 上可积,0 b a   . 

§11.1  非负函数无穷积分的收敛判别法 

定理 11.1  设 ( )f x 是 [ , )a  上的非负函数,则无穷积分 ( )
a

f x d x


 收 

敛当且仅当 ( ) ( )
x

a
F x f t d t  是[ , )a  上的有界函数.(类似于“正项级 

数收敛当且仅当部分和数列有界”) 

定理 11.2(非负函数无穷积分的比较判别法)  若 0 ( ) ( )f x g x  在

[ , )a  上成立,则 ( )
a

g x dx


 收敛 ( )
a

f x dx


  收敛.(类似于“正项级的

比较判别法”) 

定理 11.3 (非负函数无穷积分比较判别法的极限形式) 设 ( ) 0f x  , 

( ) 0g x  在[ , )a  成立,
( )

lim
( )x

f x
l

g x
 ,则 

(1) 当0 l  时, ( )
a

f x dx


 与 ( )
a

g x dx


 同敛散； 

(2) 当 0l  时, ( )
a

g x dx


 收敛 ( )
a

f x dx


  收敛； 

(3) 当 l  时, ( )
a

g x dx


 发散 ( )
a

f x dx


  发散. 

(类似于“正项级比较判别法的极限形式”) 

定理 11.4  设 ( )f x 是 [ , )a  上的非负函数, 1{ } ( )nA A a 是递增趋向 
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于的数列,则 ( )
a

f x d x


 与正项级数
1

1

( ( ) )
n

n

A

A
n

f x dx





  同敛散,并且 

( )
a

f x d x



1

1

( ( ) )
n

n

A

A
n

f x dx






  . 

(类似于“正项级与任意加括号后所得新级数同敛散”) 

例 1      (1) 
1

, 1;1

, 1.p
dx

p

px

   
  

  

(2) 
2

, 1;1

, 1.(log ) p
dx

p

px x

   
  

  

注记 1  通常将 [ , )a  上的非负函数 ( )f x 与
1

px
或

1

(log ) px x
作比较来判

断 ( )
a

f x d x


 的敛散性. 

例 2  当 4  时,
20 1 sin

xdx

x x



 收敛,但
2

lim
1 sinx

x

x x 
不存在. 

证: 只需验证正项级数
( 1)

2
0

( )
1 sin

n

n
n

xdx

x x





 

   收敛即可. *n  ,有 

( 1) ( 1)

2 2
( 1)

1 sin 1 ( ) sin

n n

n n

xdx dx
n

x x n x

 

  



 

 
    

2

2 20 0
( 1) 2( 1)

1 ( ) sin 1 ( ) sin

dx dx
n n

n x n x



  
 

   
    

2 2 2
2 220

2( 1) ( ( ) )
1 ( ) ( )

dx
n t n x

n x

 




 


  
  

2 2
2 102

2( 1)

1( )

n dx M

tn n
 











 

 . 

由 1 1
2


  ,即知

( 1)

2
0

( )
1 sin

n

n
n

xdx

x x





 

   收敛.□ 

注记 2  ( )
a

f x d x


 收敛的必要条件不是 lim ( ) 0
x

f x


 ,而是 

lim ( ) 0 ( 0)
x A

xx
f x d x A




  . 

 

练习题 11.1( 4P ) 1(5,6),2,3,4. 
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§11.2  无穷积分的 Dirichlet 判别法和 Abel 判别法 

定理 11.5(Cauchy 收敛原理)  设 ( )F x 是 [ , )a  上的函数,则存在有 

限极限 lim ( )
x

F x


当且仅当 0, X a    ,使得 ,x y X  成立 

                    ( ) ( )F y F x   . 

(类似于“数列的 Cauchy 收敛原理”,定理 2.10) 

定理 11.6(无穷积分的 Cauchy 收敛原理) 无穷积分 ( )
a

f x dx


 收敛当

且仅当 0, X a    ,使得 ,x y X  成立 

                    ( )
y

x
f t dt  . 

(类似于“级数的 Cauchy 收敛原理”) 

定理 11.7  ( )
a

dxf x


 收敛 ( )
a

f x dx


  收敛. 

(类似于“绝对收敛级数一定收敛”) 

注记 11.7  若 ( )
a

dxf x


 收敛,则称 ( )
a

f x dx


 绝对收敛；若 ( )
a

f x dx


 收

敛,但 ( )
a

dxf x


 发散,则称 ( )
a

f x dx


 条件收敛. 

例 1  
0

sin
dx

x

x



 条件收敛. 

解: 
1 1 1 2

cos
sin 1 cos cos

1

A A A

dx d x dx
Ax x x

x x x x
       当 A时存在有限 

极限(因为比较判别法说明
1 2

cos
dx

x

x



 收敛).而 

( 1)

0
0 0( 1) ( 1)

sin sin 2
( )

n

n
n nn n

dx dx
x x

x



  

  

  
      .□ 

定理 11.8(第二积分中值定理) 设 ( )f x 在[ , ]a b 上可积.若 ( )g x 在[ , ]a b 上

非负递减,则必存在 [ , ]a b  使得 ( ) ( ) ( )( )
b

a a
f x g x dx f x dxg a


  ；若 ( )g x 在

[ , ]a b 上非负递增,则必存在 [ , ]a b  使得 ( ) ( ) ( )( )
b b

a
f x g x dx f x dxg b


  . 

证: 仅证第一个等式.为了使思路清楚,可假定 ( )f x 是连续函数, ( )g x  

是 1C 函数,以便利用分部积分公式.否则利用积分的定义和 Abel 分部 

求和法. 
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    不妨设 ( ) 0g a  ,否则 ( ) 0g x  ,结论已经成立.因为 ( )( )
x

a
f t dtF x   在 

[ , ]a b 上连续,故可记 max ( ), min ( )
a x ba x b

M F x m F x
  

  .如果能证明不等式 

              ( ) ( )( ) ( )
b

a
f x g x dxmg a Mg a  , 

结论就容易得到了,因为 [ , ]a b  使得 ( )
1

( ) ( )
( )

b

a
F f x g x dx

g a
   ,即 

          ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( )
b

a a
Ff x g x dx g a g a f x dx


   . 

下面证所需要的不等式. 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ( ))( ) ( )
b b b

a a a
f x g x dx g x dF x F x g x dx

b
g x F x

a
      

( ( ))( ) ( ) ( ) ( ) ( ( ) ( )) ( ) .

( ( ))( ) ( ) ( ) ( ) ( ( ) ( )) ( );
b

a

b

a

g x dxg b F b M g b F b M g a g b Mg a

g x dxg b F b m g b F b m g a g b mg a






     

     






 

定理 11.9(第二积分中值定理的推广) 设 ( )f x 在 [ , ]a b 上可积.若 ( )g x

在[ , ]a b 上单调,则必存在 [ , ]a b  使得 

( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )
b b

a a
f x g x dx f x dx f x dxg a g b




    . 

证: 不妨设 ( )g x 在 [ , ]a b 上递减.由于 ( ) ( ) ( )x g x g b   在 [ , ]a b 上非负递

减,故存在 [ , ]a b  使得 

      ( )[ ( ) ( )] ( )[ ( ) ( )]
b

a a
f x g x g b dx f x dxg a g b


    ,      (定理 11.8) 

即    ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )
b b

a a a a
f x g x dx f x dx f x dx f x dxg a g b g b

 
      .□ 

定理11.10(无穷积分的Dirichlet判别法) 若无穷积分 ( ) ( )
a

f x g x dx



满足 

   (1) ( )g x 在[ , )a  上单调,并且 ( ) 0lim
x

g x


 ； 

   (2) ( )( )
x

a
f t dtF x   在[ , )a  上有界, 

则 ( ) ( )
a

f x g x dx


 收敛. 

(类似于“级数的 Dirichlet 判别法”) 
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证: 由第二积分中值定理的推论,对于a A B    ,有 

( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )
B B

A A
f x g x dx f x dx f x dxg A g B




     

        ( )[ ( ) ( )] ( )[ ( ) ( )]g A F F A g B F B F     . 

显然当 ,A B充分大时, ( ) ( )
B

A
f x g x dx 充分小,由无穷积分的Cauchy 收敛

原理便知 ( ) ( )
a

f x g x dx


 收敛.□ 

推论 11.10′若 ( )f x 在[ , )a  上单调,并且 ( ) 0lim
x

f x


 ,则 ( )sin
a

f x xdx




和 ( )cos
a

f x xdx


 都收敛. 

定理 11.11(无穷积分的 Abel 判别法) 若无穷积分 ( ) ( )
a

f x g x dx


 满足 

   (1) ( )g x 在[ , )a  上单调有界； 

   (2) ( )
a

f x dx


 收敛, 

则 ( ) ( )
a

f x g x dx


 收敛. 

(类似于“级数的 Abel 判别法”) 

证: 由第二积分中值定理的推论,对于a A B    ,有 

( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )
B B

A A
f x g x dx f x dx f x dxg A g B




    .         

显然当 ,A B充分大时, ( ) ( )
B

A
f x g x dx 充分小,由无穷积分的Cauchy 收敛

原理便知 ( ) ( )
a

f x g x dx


 收敛.□ 

例 2  当 1p  时,
0

sin px dx


 和
0

cos px dx


 都收敛；当0 1p  时,
0

sin px dx




和
0

cos px dx


 都发散. 

解: 当 1p 时,
0

sin px dx


 和
0

cos px dx


 与 1
1 1

sin
p

dx
x

x



 和 1
1 1

cos
p

dx
x

x



 的敛散 

性相同.由推论 11.10,便知
0

sin px dx


 和
0

cos px dx


 收敛.当0 1p  时, 

0
sin px dx



 和
0

cos px dx


 与
1 1

1
sinpx xdx

 

 和
1 1

1
cospx xdx

 

 的敛散性相同. 

1 1 1(2 1) (2 1)1

2 2

1 1
sin sin(2 ) 2(2 )p p p

n n

n n
x xdx xdxn n

 

 
 

   
   ； 



 201

1 1 1
2 2

2 2

2 21

2 2

1 1

2 2cos cos(2 ) 2(2 )p p p
n n

n n
x xdx xdxn n

 

 

 

 

  
 

 

 
     . 

这说明
1 1

1
sinpx xdx

 

 和
1 1

1
cospx xdx

 

 不满足 Cauchy 收敛原理.□ 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

练习题 11.2( 10P ) 2(1,4),3,4. 

问  题 11.2( 10P ) 2,5,6. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



 202

§11.3  暇积分的收敛判别法 

对以a 为瑕玷的暇积分 ( )
b

a
f x d x 作变量代换 1

yx a  ,便化成无 

穷积分
1 2

1 1( )
b a

y y
f a d y




 .(因此无穷积分的收敛判别法可以推广到瑕 

积分,但用起来不太方便) 

定理 11.1 设 ( )f x 是 ( , ]a b 上的非负函数,则暇积分 ( )
b

a
f x d x 收敛当 

且仅当 ( ) ( )
b

x
F x f t d t  是 ( , ]a b 上的有界函数.(类似于“正项级数收 

敛当且仅当部分和数列有界”) 

定理 11. 2  (非负函数瑕积分的比较判别法)  若 0 ( ) ( )f x g x  在

( , ]a b 上成立,则 ( )
b

a
g x dx 收敛 ( )

b

a
f x dx  收敛.(类似于“正项级的比较

判别法”) 

定理 11.3 (非负函数瑕积分比较判别法的极限形式)  设 ( ) 0f x  , 

( ) 0g x  在 ( , ]a b 成立,
( )

lim
( )x a

f x
l

g x 
 ,则 

(1) 当0 l  时, ( )
b

a
f x dx 与 ( )

b

a
g x dx 同敛散； 

(2) 当 0l  时, ( )
b

a
g x dx 收敛 ( )

b

a
f x dx  收敛； 

(3) 当 l  时, ( )
b

a
g x dx 发散 ( )

b

a
f x dx  发散. 

(类似于“正项级比较判别法的极限形式”) 

定理 11.4  设 ( )f x 是 ( , ]a b 上的非负函数, 1{ } ( )nA A b 是递减趋向 

于a 的数列,则 ( )
b

a
f x d x 与正项级数

11

( ( ) )
n

n

A

A
n

f x dx





  同敛散,并且 

( )
b

a
f x d x

11

( ( ) )
n

n

A

A
n

f x dx






  . 

(类似于“正项级与任意加括号后所得新级数同敛散”) 

定理 11.6(瑕积分的 Cauchy 收敛原理)以a 为瑕玷的暇积分 ( )
b

a
f x dx  

收敛当且仅当 0, ( , ]X a b    ,使得 , ( , )x y a X  成立 

                    ( )
y

x
f t dt  . 

(类似于“级数的 Cauchy 收敛原理”) 
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定理 11.7  对以a 为瑕玷的暇积分,有 ( )
b

a
dxf x 收敛 ( )

b

a
f x dx  收敛. 

(类似于“绝对收敛级数一定收敛”) 

定理11.10(瑕积分的Dirichlet判别法) 若瑕积分 ( ) ( )
b

a
f x g x dx 满足 

   (1) ( )g x 在 ( , ]a b 上单调,并且 ( ) 0lim
x a

g x
 

 ； 

   (2) ( )( )
b

x
f t dtF x   在 ( , ]a b 上有界, 

则 ( ) ( )
b

a
f x g x dx 收敛. 

(类似于“级数的 Dirichlet 判别法”) 

定理 11.11(瑕积分的 Abel 判别法) 若瑕积分 ( ) ( )
b

a
f x g x dx 满足 

   (1) ( )g x 在 ( , ]a b 上单调有界； 

   (2) ( )
b

a
f x dx 收敛, 

则 ( ) ( )
b

a
f x g x dx 收敛. 

(类似于“级数的 Abel 判别法”) 

例 1       
, 1;1

, 1.( )

b

a p
dx

p

px a

  
   

  

注记  通常将 ( , ]a b 上的非负函数 ( )f x 与
1

( ) px a
作比较来判断以 a 为

瑕玷的瑕积分 ( )
b

a
f x d x 的敛散性. 

例 2  当 , 0p q  时,瑕积分
1 1 1

0
( , ) (1 )p qB p q x x dx   收敛. 

广义积分的 Cauchy 主值  当存在有限极限时,称 

              V.P. ( ) ( )lim
A

AA
f x dx f x dx



 
   

为无穷积分 ( )f x dx


 的 Cauchy 主值；称 

V.P.
0

( ) ( ) ( )lim ( ) ( )
b c b

a a c
f x dx f x dx f x dx a c b







 
       

为以c 为瑕点的瑕积分 ( )
b

a
f x dx 的 Cauchy 主值. 

 

练习题 11.3( 17P ) 1(2,4,6). 

问  题 11.3( 18P ) 5,6,7. 


