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判别一个函数 f (x) 在[a, b]上是否可积,就是判别

的性质（例如函数的有界性、连续性等）来判别
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f x 极限 是否存在. 在实际应用中，

直接按定义来判定是困难的. 我们希望由函数本身

函数的可积性. 为此, 先给出可积准则,并以此证明

有界性是可积的必要条件而非充分条件, 连续性是

可积的充分条件而非必要条件.

§9.3    可积的条件



定理9.1 (可积必有界）
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一、可积的必要条件—可积必有界
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( ) [ , ]f x a b倘若 在 上无界， ,k则必有 ( )f x使得 在

一、可积的必要条件—可积必有界
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矛盾.

以下例子告诉我们, 有界性并不是可积的充分条件.
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一、可积的必要条件—可积必有界



1Q [ , ], 1, 2, , ,i i ix x i n现任取 则  
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0 1: nT a x x x b    证 取[a, b] 的任意分割

(1 )D x证明:狄利克雷函数例 在任何 [ , ] .a b 上不可积

狄利克雷函数在任何闭区间上不可积

1[ , ]\ Q, 1,2, , ,i i ix x i n 又任取 则 
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( )D x从而，狄利克雷函数 在 [ , ] .a b 上不可积
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[ , ] ,f a b设 在 上有界 对任意分割定义2

二、可积的充要条件
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二、可积的充要条件

分别为 f 关于分割 T 的上和和下和。显然
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注：随着分割越来越细，上和不增，下和不减。

画图板书原因



   1( 1, 2, ) [ , ]i i i i iM m i n f x x称 为 在 上的振幅。

二、可积的充要条件
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振幅反映了函数在区间内的变化范围,是一个与连

续性相关联的概念.



定理9.3（可积准则）函数 f 在[a, b]上可积的充要

条件是： 0, ,T  分割 使
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几何上看：若函数 f 在[a, b]上可积，则包围曲线

的一系列小矩形的面积之和可达到任意小。

二、可积的充要条件—可积准则

f 在[a, b]上可积    0, 0, . .s t T  当 时，有
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常见的有三种方法,下面分别作出介绍.

每个
abi 


 ，从而第一种方法:
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若 有界 即 对任意分割第二种方法:
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Δ Δ Δ ,i i i i i ix x x  若       第三种方法:
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[ , ] ,M m f a b其中 是 在 上的振幅 从而
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常见的有三种方法,下面分别作出介绍.

每个
abi 

  ，从而第一种方法:

定理9.4（连续必可积）

连续，则 可积.若 [ , ]f a b在 上 [ , ]f a b在 上

连续,从而 一致连续.于证 [ , ]f a b在 上 [ , ]a b在 上

三、可积的充分条件—连续必可积
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因此当 [ , ]a b T T 上的分割 满足 时,

0, 0, , [ , ],x x a b        是 ,x x 若 则  

三、可积的充分条件—连续必可积
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若 有界 即 对任意分割第二种方法:
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[ , ]f a b从而可证 在 上可积.



定理9.5（单调必可积）

[ , ] [ , ]f a b f a b若 是 上的单调函数,则 在 上可积.

f证 不妨设 是非常值的增函数，则对任意分割

0 1: ... ,nT a x x x b    

1( ) ( ), 1,2, , ,i i if x f x i n    

于是  1
1 1

( ) ( ) ( ) ( ) .
n n

i i i
i i

f x f x f b f a 
 

    

因此,若 ,
( ) ( )

T
f b f a


则



三、可积的充分条件—单调必可积
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[ , ] ,M m f a b其中 是 在 上的振幅 从而
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定理9.6（有限个间断点的有界函数必可积）

若 [ , ]f a b在 上有界,且只有有限多个不连续点，

此时可用第三种方法证明 f  可积.

f 在 [a, b] 上可积.

只有一个间断点,且为 b.证 不妨设 [ , ]f a b在 上

[ , ]f a b若 在 上有界，且只有有限多个间断点，则

三、可积的充分条件—有限个间断点的有界函数必可积
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则存在分割[ , ]f a b 由于 在 上连续,

[ , ]M m f a b其中 与 分别为 在 上的上确界与下确
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[ , ] .f a b由可积准则, 在 上可积



例2 证明黎曼函数
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( ) .R x这就证明了 的可积性

( ) ,R x由于已证得 可积 而且无理数具有稠密性,
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从而



复习思考题
1.  f (x) 为 [a, b] 上的有界函数, 其不连续点的集合
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      且

求证 f 在[a, b]上可积.

2.  f (x) 在 [a, b] 上不连续点的集合为 0E , 它们在

试问 f  在 [a, b] 上是否一定不可积？

0[ , ] [ , ], [ , ] .a b E       [ a, b ] 中稠密,即

0, [ , ] [ , ], 0,1, , ,k ka b a b k n  使    为 E0 . 若
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(1 )D x证明:狄利克雷函数例 在任何 [ , ] .a b 上不可积

,T 当 时  1[ , ],i i ix x对任何 有

狄利克雷函数在任何闭区间上不可积
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相矛盾,  所以 [ , ]( ) .a bD x 在 上不可积


