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摘  要：对受弯构件在弯矩作用平面内的作弹塑性分析，以便确定沿构件纵轴各截面弹性区

的分布范围，再通过建立平面外弯曲与扭转的平衡方程求解构件的临界弯矩。并使用 C++
语言编制程序对计算结果进行验证。 
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1. 引言 
对于两端简支长 l 的纯弯构件，如图 1（a）所示，在弹塑性状态发生弯扭屈曲时，构

件的临界弯矩 Mcr与钢材的性能和截面中的残余应力有关。而对于不同材料构件截面，计算

截面弯矩的方法[1]也不相同，如冷弯薄壁型钢截面、轧制型钢或焊接组合截面或具有厚实板

件的受弯构件，三者的应力应变曲线见图 1（b）、（c）、（d）。本文主要结合已有计算方法[2]

对双轴对称的轧制型钢或焊接组合 I 形截面纯弯构件进行分析计算，并编制了程序进行验

证。 
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图 1 应力—应变曲线 

Fig1Sress-strain diagram 

2. 计算方法与步骤 
对于所选计算构件，由于残余压应力和残余拉应力的峰值在翼缘的不同部位，如图 2（a）

所示，在弯矩作用下，如 rt rcσ σ< ，在上翼缘的外侧首先屈服，而后在下翼缘与腹板连接

处的腹板也开始屈服，视材料为理想的弹塑性体，应力屈服以后，Et=0，而 Gt=G/4，在弹

塑性状态，截面的弹性区如图 2（b）所示，将形成单轴对称截面，弯曲轴将向下移动 yn，

剪心则向下移动 y0 并在弯曲轴之下。计算时将截面的翼缘和腹板划分为许多单元[3]，计算步



http://www.paper.edu.cn 

- 2 - 

骤如下： 

2.1 建立截面的 M—Φ关系  

给定曲率Φ，Φ以使弯曲轴以上产生压应变的为正值，假定弯曲轴的坐标为 yn，截面

任一点的应变 iε 和应力 iσ 之间的关系为         

                      ( )i i n riε =Φ y -y +ε                                （1）  

当 y i yε ε ε− ≤ ≤ 时，     iE E=   i i iEσ ε=                              （2a） 

当 i yε ε> 时，        0iE =  i yσ σ=   t
GG = 4                          （2b）  

当 i yε ε< − 时，      0iE =  i yσ σ= −  t
GG = 4                           （2c） 

由 0i iAσ =∑ 这一条件确定弯曲轴的位置，如与假定的 ny 相差较大，需调整 ny ，直至符

合要求，即可得到  ( )i i n iM= σ y -y A∑ 再给定另一个曲率Φ，又可以得到与其对应的M ，

从而可建立起M −Φ关系，如图 2（c）所示。这样给定M 后，就可知Φ。由式（1）、（2）
即可区分截面中的弹性区和屈服区。 
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图 2 弹塑性状态的纯弯构件 

Fig2 Pure bending member in elastic-plastic behavior 

2.2 作弯矩作用平面内的弹塑性分析 

对于非均匀受弯构件，需沿纵轴将构件划分为每段长度为a 的许多单元，取各分段中点

截面的弯矩和曲率作为此单元弯矩和曲率的平均值，分级给定荷载或弯矩，作构件平面内的

弹塑性分析，使之符合与上述分级荷载或弯矩相对应的每个单元内外力平衡和变形协调条

件，从而可确定各分段中点截面弹性区的分布范围[1]。 

2.3 计算截面的几何性质 

确定与上述分级荷载或弯矩对应的每分段中点截面弹性区[4]的 eyI ， ewI ， etI ， ptI 和剪心矩

0y 及 Wagner 效应系数K 。 
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2.4 建立分段的平衡方程，形成诸分段的线性代数方程 

用有限差分法或有限积分法求解非均匀受弯构件弹塑性弯扭屈曲临界弯矩时，需建立各

分段含有弯矩和变形或其高阶导数的平衡方程。 
绕η轴： 

0''
ey xEI u M ϕ+ =                                   （3） 

再微分两次可得     

   0
'' ''''

ey xEI u M ϕ⎡ ⎤ + =⎡ ⎤⎣ ⎦⎣ ⎦                                （4） 

Wagner 效应系数  

( )2 2 2 2
0 02i i i i i i i iK A x y y y y Aσ ρ σ= = + − +∑ ∑                （5） 

绕ζ 轴：  

( ) 0''' ' '
ew et t pt xEI K GI G I M uϕ ϕ+ − − + =                     （6） 

再微分一次可得   

( ) ( ) 0
' ''''' ' '

ew et t pt xEI K GI G I M uϕ ϕ⎡ ⎤⎡ ⎤ + − − + =⎣ ⎦ ⎣ ⎦               （7） 

2.5 求解临界弯矩 

对于非均匀受弯构件，可分级给定符合外力平衡条件的M ，用数值法求解，形成力与

变形或其导数的矩阵形式[ ]K ，屈曲条件是与矩阵[ ]K 中对应的系数行列式 0K = 。实际

的判别准则可用与前后两轮给定M 相对应的行列式的乘积，使其满足︱Ki︱×︱Ki+1︱≤0 即

可，因为如满足此条件，则临界弯矩M 必在 iM 和 1iM + 之间，但求解得到的 crM 与给定的M

之间的差值应满足精确度︱△M/M︱≤10-3，解得的弯矩即为临界弯矩。 

2.6 实例及 C++程序验证 

    例：两端简支的双轴对称 I 形截面受弯构件，长度为 5.5m，截面尺寸 b=150mm，

h=270mm，其中翼缘厚 10mm，腹板厚 6mm，残余应力的分布如图 2（a）所示，其中残余

压应力为正值，为 0.4σy，当 0≤x≤7.5cm 时，翼缘的残余应力 σri=（0.08x-0.2）σy，钢材的

Et=0.03E，屈服强度 σy=23.5kN/cm2，弹性模量 E=20600 kN/cm2，剪变模量 G=7900 kN/cm2，

Gt=G/4。用数值法求解此构件的弹塑性临界弯矩，并用 C++程序验证结果。 
    解：截面的几何性质为：Ix=5851.3cm4，Wx=433.43cm3，Iy=562.5cm4， It=11.8cm4，

Iw=95062.5cm6。计算得残余应力的 Wagner 效应系数为 11547.3kN·cm2 
利用本文所述计算方法进行计算，如将翼缘截面划分为 4 层，算得 Mcr=6682.1kN·cm，      
︱△M/Mcr︱=0.00006≤10-3，符合精确度要求，但当翼缘截面沿厚度只划分为两层时，计算

所得 Mcr=6912.2kN·cm，︱△M/Mcr︱=0.035＞10-3，不符合精确度要求。由此可见，在划分

计算单元时应尽可能多，但也不能过多，那样将加大计算量，所以应以满足精确度要求为前

提。C++程序计算框图如图 3 所示，计算结果为 Mcr=6681.6kN·cm，︱△M/Mcr︱=0.00002≤10-3，

可见，数值法计算所得的结果是精确解。 
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图3 临界弯矩电算框图 
Fig3 Zooming schematic diagram of critical flexural torque 
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开始：输入构件分段长度、截面单元坐标、材料

性质、残余应变、M-Φ关系 

   分级给定 M，△M 

假定中和轴的坐标 yn 

计算单元ε i，σ i，划定弹性区、塑性区 

M=∑σ i（yi－yn）Ai 

   计算 EIeyi，EIewi，y0i， K i，GIeti，GtIpti

数值法形成线性方程组的系数行列式︱Ki︱ 

  ∑σ iAi≤10
-3
？ 

  ︱Ki︱×︱Ki+1︱≤0？   

   310∆M
M

−≤ ？ 

M=M+△M 

M=M－△M 

△M=△M／2 

M=M+△M

yn= yn－△yn

输出 Mcr，结束 
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Numerical Method of Calculating Critical Flexural Torque 
of Section Member in Elastoplastic Bend and Torsion 

Lin Long1，Wang Zinan2 
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Abstract 
Making elasto-plastic analysis in the acting plane for the member in bending,to define the distribution 
of the sectional elastic regions along the vertical axis of the member, then creating balanced equation of 
the bend and torsion out of the plane to work out the critical flexural torque of the construction member. 
And verifications of the result are carried out using C++ program. 
Keywords：member in bending，elasto-plastic analysis，critical flexural torque 
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