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约束最优控制理论及其在气动优化中的应用 
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摘要 为了隐式地和自动地处理气动优化中的约束条件，在 Jameson的无约束控制论气动优化设计理论基础 

上发展了有约束的最优控制理论，建立了约束伴随方程方法，并将其成功地应用到了约束气动优化设计中．比 

较约束伴随方法和 Jameson的原始方法，约束优化问题仅仅只需要修改最终伴随方程的物面边界条件和梯度 

的计算公式而其它项与 Jam eson原始方法中的完全相同．这表明了基于控制理论的优化方法不仅适用于含有 

大量设计变量的优化问题，而且也可以很方便地处理约束优化问题． 
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引 言 

在过去十几年中，大量的气动优化设计工作又重 

新回到了基于梯度的优化设计方法上，如文献[1̂一3】， 

而且主要集中于应用伴随变量的梯度求解方法，这 

是由于该方法可以快速高效地得到目标函数的下降 

梯度，计算量与设计变量数无关，因此特别适用于 

含有大量设计变量的优化问题 【川，然而却很难处理 

有约束的优化问题 【2， ． 

PiroIlI1eau【5】较早地开创了应用控制理论 【0】的 

形状优化设计研究，但他的工作局限于由椭圆型方 

程支配的系统的优化控制理论方面；后来Jameson【 J 

将这一理论推广应用到了由双曲型方程支配的系统 

的形状优化设计中．正如文献 [2，4】中所讲到的，基 

于控制理论的伴随方程气动优化设计方法很难处理 

约束条件，但是工程上实际的优化设计都是有约束 

的，比如在升力不变的条件下减小飞行器的阻力等． 

文献 [2，4】应用控制理论给出了一个约束气动优化设 

计方法，其中升力等于常数的约束是通过人工地显 

式调整计算迎角来实现的，也即在每个设计循环中 

流动方程是在通过调整迎角使得升力等于指定的常 

数时求解的．这样做有 3个方面的缺点： (1)约束 

条件在设计过程中并非自动满足的； (2)由于目标 

函数中包含了c 使其变得比较复杂； (3)在流动 

方程的时间迭代中需要不断地调整迎角． 
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本文通过引入负反馈推广和发展了 Jameson的 

无约束控制论气动优化设计方法 【川，使得约束条件 

在设计过程中被隐式地和自动地得到满足，不需要 

任何人为地干预，文中推导了约束伴随方程及其边 

界条件以及梯度的计算方法．将Jameson原始的方 

法和本文约束伴随方法相比较，可以发现有约束的 

优化问题只需要略微修改伴随方程的边界条件和最 

终梯度的计算公式，其它的项都保持不变，而当撤 

掉约束条件时，本文方法完全回到了Jameson的无 

约束伴随方法．可见本文工作是对Jameson原始方 

法的发展，同时也将伴随方法推广到了约束优化设 

计问题中，使得控制论气动优化设计方法不仅适用 

于含有大量设计变量的优化问题，而且适用于有约 

束的设计问题． 

1 约束伴随方法 

一

个典型的约束形状优化设计问题可以定义 

为：令 为 。或者 的子空间，寻找由设计变量 

b所控制的 的边界 ，使得下面的泛函 

= tt，’6) (tt，’6)d，=( (tt，’6)I 1)r}(1) 
subject to S(w，b)lro=H J 

最小 (或最大)，其中，可以是 或 或 + ， 

见图1．流动变量 tt，定义在整个计算区域 上，其 
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值由流动方程 

R(w，6)l =0 

及其边界条件 B(w，b)lF~=0来决定． 

变分成为 

(2) 51=(a (tl，
，6)， tl，)，+( (tl，，6)， 6)，一 

( tt，) 一( tt，) +( T tt，) + 
(X，a B(tl，，b)Jw} +(X，ObB(w，b)Jb} + 

O(H(w，b)一H )(a (tl，，6)， tl，) 一 

( ， ( 6)) +O(H(w，b)一H )(Ob~(w，6)，Jb} 

(7) 

为了在设计过程中去掉过多的流动计算，应用控制 

理论将所有含有 tt，的项抵消掉，于是需要求解下 

面的方程组 

T( )l =0 1 

图 l 计算 区域 

Fig．1 Computational domain 

在空气动力学中 H(w，b)通常是一个积分形 

式，比如升力或者阻力等．我们假设 H(w，b)= 

／ (tl，，b)dFc=( (tl，，6)，1) ．应用控制理论，引 
J 

入两个伴随变量 (拉格朗日乘子) ，X以及 ，并且 

为任意正数，则上面的优化问题可以写成 

minI=( (tl，，6)，1)，一( ，R(w，6)) + 

(X，B(w，6)) +O／2(H(w，b)一H )。 (3) 

其中(．，．)表示内积．对上式取一阶变分得到 

= ( (tl，，6)， tl，)，+( (tl，，6)， 6)，一 

( ， ( tl，)) 一( ， ( 6)) + 

(X，a B(tl，，b)5w} +(X，ObB(w，b)Jb} + 

O(H(w，b)一H )(a (tl，，6)， tl，) + 

O(H(w，b)一H )(Ob~(w，6)，舾) (4) 

其中 是 R 的线性算子，即 

( tl，)+L(Jb)=(OR／Ow),fw+(cgR／cgb)Jb (5) 

对于EULER方程的守恒算子 R，线性算子L(w)= 

A以tl，+B巩W，应用高斯定理我们得到 

( ( tt，)) =( ， tt，) + 一( T ， tt， 
(6) 

其中L =An。+Bn 为空间算子L在边界上的投 

影，(n。，n )为单位外法向量．于是目标函数的一阶 

@Ira= (tt，，b) I 

T l ：xa B(tl，，6)+a (tl，，6)+} 8 l 
O(H—H ) (tl，，b) J 

于是目标函数的变分最终成为 

51=[(ob~(w，6)， 6)，一( ， ( 6)) + 

(X，ObB(w，b)Jb} + 

O(H—H )(Ob~(w，6)，硒) = 

G 舾 (9) 

其中G ad为目标函数的梯度，梯度的转置为 

G d=(xObB(w，b)+O(H—H ) (tl，，6)，1) + 

(0b~(w，6)，1)，一( ，cgR／cgb} (10) 

一 旦梯度确定以后我们就可以选择合适的下降算 

法，得到一个新的改进．将上面的结果与 Jameson 

的无约束控制论优化算法相比较，可以看到当存在 

约束条件时只需要修改伴随方程的物面边界条件和 

最终梯度的计算公式，而当撤掉约束条件时本文方 

法完全回到了Jameson原始的方法． 

2 在实际优化问题中的应用 

我们考虑下面的约束气动优化设计问题 

min = ／2 一pd)。ds+ ’} (11) 
subject to cl=c 1 

这里 和 为任意的正数．而且设计过程中我们 

保持 和 不变．在图 1所示的坐标系下，翼型 
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的升力和阻力系数为 

= COS(O~)一 sin(a) 

Cd= COS(Of)+ sin(a) 

=  

"／M~C 
af 
p oo 

n。ds 

=  ds 

其中 和 分别为 ，Y方向的气动力系数， 

为参考长度．所以在此问题中 

，6)= 一p + 

2 n ~ p(n
．cosa+ny sina) 

根据式(10)，梯度可以写成 

Grwd=(XObB(w，b)，1) 十 

( —c )( (tt，，6)，1) 十 

(ob~(w，b)，1) 一( ，Oa／Ob) (17) 

其中 

( ， ) ={ (等)川( + 

[ ( )，+ ( )g d叼) 6) 

( ，6)= 2 p(ny cosa-n~sina) 

假设流场控制方程及其边界条件为二维 Euler方程 

蚪玎 外吲曲_0， 内}(12) 
pVn=0， 在 上J 

所以线性化算子 ( tt，)= (A以 +B )Sw，其中 

A=of／ow，B=Og／Ow，投影算子 L =An。+ 

Bn ，(n。，n )为边界的单位外法向量．于是伴随方 

程 ( )=0就可以写成 t—A 。一B !，=0， 

将其写在曲线坐标系下为 t—c ∈一c q=0， 

其中c =AT已+BT毛，c =AT％十BTT／ ．由 

于 ，b)是定义在 上的，所以根据式 (8)伴随 

方程的远场边界条件为 

(A1 7J+B ?J、)l=0 13、) 

再根据式 (8)，,--I以得到伴随万程的物回边界条件为 

2n。+~3n =hi (14) 

=  一  )一 
"／M ~ C( c。sQ十 sinQ)一 

( Q一9％-sinQ) 
)(= 1+u 2+v~3+h／p~4 (15) 

于是约束优化问题的伴随方程成为 

t—c ∈一c 叩=0，在 内1 

c 。， 在 上}(16) 
。 + s =一 ， 在 上J 

x巩B ， ：二 三二 

( ，叼)为曲线坐标网格，于和亘为，和g中去掉压 

力项的部分．一旦给定翼型的参数化后，就可以按 

照式(17)计算目标函数的下降梯度，从而得到一个 

新的改进． 

3 几何约束处理 

文中翼型的参数化为Hicks-Henne函数，上下表 

面分别用 14个基函数来表达 [引，设计变量就是基函 

数的系数 6 ，6 ，i=1，⋯ ，14，即 

Y = d+∑6 ̂( ) 
i-- 1 

14 

Yf- ld+∑6 ̂( ) 

设计过程中，要求最大厚度位置 o不变，于是厚度 

等于常数的约束就要求设计过程满足下面关系式 

14 

∑(6 _6 )̂( o)：0 (18) 
· t：l 

而翼型截面积等于常数要求 

14 

∑(6 -6 )／fi(x)dx=0 (19) 
l：1 

这两个约束条件可以应用第 1节所述的方法进行处 

理，只不过它不改变伴随方程的边界条件而只改变 

梯度的计算公式，因为它们的表达式中不包含任何 

流场变量． 

4优化算例和结果 

将上面给出的优化算法应用于实际的优化问题 
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中．流动方程和伴随方程都是在 128×38的O一型 

网格上求解的．本节共给出了下面 4种约束优化算 

例： 

算例 1：升力不变的阻力最小化； 

算例 2：升力和厚度不变的阻力最小化； 

算例3：升力和翼型截面积不变的阻力最小化； 

算例 4：升力、翼型厚度和截面积不变的阻力 

最小化． 

其中式(11)中的 =0， =1．0， =q ， 

优化的初始翼型为 NACA2412翼型，设计状态为 

』 = 0．75，OL= -0．106。． 

表 1给出了上面 4种组合约束条件下的最优翼 

型的性能，可见在优化过程中所有的约束条件都被 

准确地满足．图2给出了优化翼型表面的压力分布， 

表明了优化翼型在各种约束条件都满足的情况下表 

面的激波确实得到了削弱，达到了减阻的目的．图3 

给出了优化过程中升力约束条件和目标函数的收敛 

历史，表明整个设计过程中阻力系数不断减小的同 

时而约束条件保持不变． 

表 1优化翼型和初始翼型的性能 

Table 1 Airfoil performance of initial an d optimized 

profiles 

Initial Design Design Design Design 

airfoil case 1 case 2 case 3 cas e 4 

0．01054 0．00113 0．00160 0．00121 0．00207 

0．45050 0．44933 0．44856 0．44917 0．44815 

12．O9 1O．9O 12．08 11．50 12．06 

823．17 776．55 848．80 823．09 823．82 

图 2 优化翼型表面的压力分布 

F ．2 Pressure distributions on optimized airfoils 

lift and history designs 

图 3 设计过程的升力和阻力收敛历史 

Fig．3 Lift and drag history of design proced ure 

5 结 论 

本文在基于控制论的优化设计理论框架下推广 

和发展了Jameson的无约束气动优化设计方法，通 

过引入一个负反馈建立了新的约束伴随方法，推导 

了相应的约束伴随方程及梯度计算公式．本文方法 

中所有的约束条件，诸如固定升力、固定厚度和翼 

型截面积等，都在设计过程中被自动地和隐式地满 

足，而不需要任何人为显式地干预．而且当撤掉约 

束条件时本文方法自动恢复到了Jameson的原始无 

约束优化方法． 
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CONSTRAINED OPTIM UM  CONTROL THEORY：APPLICATION TO 

AERODYNAM IC DESIGN ) 
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Abstract The constrained optimum aerodynamic design method is developed in the framework of control 

theory in order to implement all the constraints implicitly and automatically．With the constrained adjoint 

method developed in this paper，only the boundary condition of adjoint equations and the gradient computation 

need to be modified slightly as compared with Jam eson’S originsl unconstrained formula，other terms are 

maintained the sanle．It turns out that the control theory based optimization method is very suitable not only 

for the designs with a large number of design variables but also for the design s with cons traints． 

Key words optimum  control theory,aerodynamics，constrained optimization，adjoint methods，constrained 

adjoint equations 
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